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Egészértékii programozas

Egészértékli LP-feladatrol beszéliink, ha a valtozok (vagy egy résziik) csak
nemnegativ egész értékeket vehetnek fel. Azokat a véltozokat, amelyek csak a 0
vagy 1 értéket vehetik fel, binaris valtozoknak nevezziik. Az egészértekil
programozasi feladat altaldban nem oldhaté meg egy LP-feladat optimalis
megoldasanak a kerekitésével, mert a kerekitéssel olykor nem lehetséges

megoldast kapunk, olykor pedig a kapott megoldas nem optimalis.

Modellezés egészértékii valtozdkkal

Egész értékii valtozokkal tipikusan fix koltségeket modelleziink, amelyek

megjelenése pusztan bizonyos feltételek teljesiilésétol fiigg.

Tételezziik fel példaul, hogy egy x, termék gyartdsa automatikusan s, fix

koltséget general.
Ezt a tényt a kovetkezo feltételekkel modellezhetjiik:

X, <M.y,
v {01}

ahol M, az x, valtozo egy felsd korlatja.

Tovabba, a keresett optimum tipusatdl (maximum vagy minimum) fiiggden a

célfiiggvény a kovetkezoképpen mddosul:
z= Zijj —s,y, = max
j

Z:Zijj +5,y, = min
j

Kapacitasi korlatokra vonatkozé feltételek kolcsonos kizarasa

Haa

ax

-~
a,x<p,

feltételeket szeretnénk a feladathoz adni gy, hogy koziiliikk pontosan az egyik

teljesiiljon, akkor a megoldas:

ax<b +My
a,x<b,+M1-y)



ahol M az ax és a,x fliggvények kozos felsd korlatja, és y binaris valtozo.

Valtozokra vonatkozo feltételek kolcsonos kizarasa

Haa
iZO
x,2d

két egymast kizaro feltételt szeretnénk a feladathoz adni, akkor a megoldas:

x; <My
X, 2dy

ahol M >d az x, felsd korlatja, és y binaris valtozo.
Ha-akkor feltétel modellezése

Kapacitasi korlatokra vonatkozé feltételek implikacioja

Haa
a,x<bh,

a,x<b,

feltételeket szeretnénk a feladathoz adni ugy, hogy az elsé implikalja a masodikat,

akkor a megoldas:

ax<b +My
a,x>b,-M(1-y)

ahol M az ax és a,x fliggvények kozos felso korlatja, és y binaris valtozo.

Valtozékra vonatkozo feltételek implikacidja

Haa
>0
X, 2

feltételeket szeretnénk a feladathoz adni igy, hogy az elsé implikalja a masodikat,

akkor a megoldas:

x; <My
x,2d-M(1-y)

ahol M >d az x, fels6 korlatja, és y binaris valtozo.



Megoldasi moédszerek

Egy EP feladat LP lazitdsat ugy kapjuk, hogy nem koveteliink meg

egészértekiiséget a valtozoktol.

Ha az LP lazitds optimalis megoldasa egész, akkor megkaptuk az egészértékii

feladat optimalis megoldésat.
Az LP lazitas optimalis célfliggvényértéke legalabb olyan jo, mint az EP feladaté.
Ha az LP lazitasnak nincs megengedett megoldasa, akkor az EP-nek sincs.

Lehetséges, hogy az EP megoldas-halmaza iires, az LP lazitdsé viszont nem

korlatos, példaul:

A célfiiggvény nem
X3 N korlatos

10x, — 10x, 2 3

\\H_

» @ O

Sv|max z=x, t X,
) e e

- A o ) ' Nt x1-—

A szétvalasztas arra utal, hogy az EP feladatot részfeladatokra bontjuk ugy, hogy
a részfeladatok célfiiggvénye azonos legyen az EP feladatéval, és a lehetséges
megoldasainak halmaza részhalmaza legyen az EP feladaténak. A korlatozas azt
jelenti, a részfeladatok optimalis célfiiggvényértékére az LP lazitds megoldasaval
korlatot hatdrozunk meg ¢és a korlat alapjan dontjiik el, hogy érdemes-e egy

részfeladatot felbontani.



Felbontasi eljaras
Ha az LP lazitas optimalis megoldasaban az x, valtozo optimalis értéke x; , akkor

két részfeladatot képeziink az alabbi feltételek csatolasaval:

1. részfeladat: x, < Lxlj
2. részfeladat: x, > Lxl J+1

Célszerti azt a tort értékii valtozot valasztani, amelynek tortrésze a legnagyobb.
Felbontasi stratégiak

Legjobb korlat stratégia

A legjobb korlat stratégiaval mindig azt a rész-feladatot bontjuk fel, amelynek
korlatja a legjobb megoldast igéri.

A kapott részfeladatok LP lazitasat azonnal megoldjuk, azaz két agat képeziink.

LIFO stratégia

A LIFO (last in first out) stratégiaval a legutols6 két részfeladat egyikét bontjuk
fel.

A kapott részfeladatok egyikének LP lazitasat oldjuk meg azonnal, azaz csak egy
agat képezilink. A masikat késébb vizsgaljuk.
Lezarasi feltételek
Egy részfeladatot lezarunk, ha az LP lazitas:
e lehetséges megoldasainak halmaza iires;
e vagy optimalis megoldasa egészértékii;

e vagy optimalis célfiiggvényértékének egészrésze nem jobb az addig talalt

legjobb egészértékii megoldas célfiiggvényértékénél.

Hatizsak feladat megoldasa a korlatozas és szétvalasztas modszerével

A probléma leirasa

Adott kapacitast hatizsakot toltsiink meg a lehetd legnagyobb 6sszértéki
targyakkal.



Optimalizalasi modell

Indexek

Targyak szama: n

Viltozok

Targyak kivalasztasa: x; € {0,1} (i = 1,...,n)

Paraméterek
Téargyak sulya (koltség): w, e R (i = 1,...,n)
Targyak értéke (haszon): p, e R (i = l,...,n)

Hatizsak kapacitasa: c € R

Feltételek

A hatizsakba tett targyak 0sszstlya nem haladhatja meg a hatizsék kapacitasat:
Z w,x;, <c¢
i=l

Célfiiggvény

A hatizsakba tett targyak Osszértéke legyen a lehet6 legnagyobb:

n
Zp,.xi — max
i=1

A megoldas maédja

A feladat valos relaxaltjanak megoldasa

1. Rendezziik a targyakat csokkend haszon/koltség (&j sorrendbe.
w.

l

2. Tegylk a zsdkba a targyakat sorban egészen addig, amig tal nem Iépjiik a

kapacitasi korlatot.

3. Az utolsoként valasztott targynak csak a kapacitast éppen kitoltd toredékét

lehetne a hatizsakba tenni.

A fenti eljaras szimplex modszer esetében azt jelenti, hogy a csdkkend
haszon/koltség sorrendli valtozokra felirt szimplex tabldban mindig balrol az elsé

lehetséges oszlopban valasztok pivot-elemet.



Példa

A Kkorlatozas és szétvalasztas modszere

1. Oldjuk meg a feladat valos relaxaltjat a fenti modszerrel.

2. Hatarozzuk meg az utolsoként valasztott tdrgy valtozojanak O ill. 1 értékéhez

tartozo célfiiggvény-értékeket, vagyis az un. optimumhatarokat.

3.a.) Ha a kapott felsé optimumhatar kisebb, mint az eddigi als6 optimumhatarok
legnagyobbika, akkor ez a megoldasi ag optimumhoz nem vezethet, ezért

lezarjuk.

b.) Ha a kapott als6 optimumhatéar nagyobb, mint az eddigi alsé optimumhatarok
legnagyobbika, akkor ujra ellendrizziilk az eddigi nyitott agakat, és lezarjuk

koziiliik azokat, ahol a fels6 optimumbhatar kisebb, mint az 0 alsé optimumhatér.

c.) Ha a valos relaxalt optimalis megoldasanak valtozoi egészértékiiek, akkor az
alapfeladat egy lehetséges (de nem biztos, hogy optimalis) megoldasahoz
jutottunk.

d.) Maskiilonben az utolsoként valasztott targy valtozojanak értékét rendre 0 ill.
1 értéken rogzitve a problémat két kisebb méretli feladatra bontjuk, és

visszalépiink az 1. pontra.
A fenti eljarasnak akkor van vége, ha mar nincs nyitott részfeladat.

A probléma optimalis megoldasa a legnagyobb alsé optimumhatarhoz tartozo

lehetséges megoldas.

Feladat
A valtozok szdma: n =8
A hatizsak kapacitasa: ¢ =102
A targyak értéke és sulya csokkend haszon/koltség sorrendben:
p: 15 100 90 60 40 15 10 1
w: 2 20 20 30 40 30 60 10
Modell

15x, +100x, +90x, + 60x, +40x; +15x, +10x, + x; = max

X[ 5Xy, X5, X, Xs,Xg,%,,Xg €{0,1}



Megoldas
Az alapprobléma valos relaxéltjanak megoldasa:
x: 111 13% 000
A megoldéshoz tartozé optimumhatarok: [265,295]

Legjobb als6 optimumbhatar: 265

1.1 részfeladat
Rogzitett paraméterek: x, =0
A véltozok szdma: n =7
A hatizsak kapacitasa: ¢ =102
A targyak értéke és sulya csokkend haszon/koltség sorrendben:

p: 15 100 90 60 (40) 15 10 1
w: 2 20 20 30 (40) 30 60 10

A részfeladat valos relaxéltjanak megoldasa:
x: 1111 @ 100
A megoldéshoz tartozé optimumhatarok: [280,280]

Legjobb als6 optimumhatar: 280

1.2 részfeladat
Rogzitett paraméterek: x, =1
A valtozok szama: n =7
A hatizsak kapacitasa: ¢ = 62
A targyak értéke és sulya csokkend haszon/koltség sorrendben:

p: 15 100 90 60 (40) 15 10 1
w: 2 20 20 30 (40) 30 60 10

A részfeladat valos relaxaltjanak megoldasa:
x: 111 % (1) 0 0 0
A megoldéshoz tartozé optimumhatarok: [245,285]

Legjobb als6 optimumhatar: 280



1.2.1 részfeladat
Rogzitett paraméterek:
x;=1,x,=0
A véltozok szdma: n =6
A hatizsak kapacitasa: ¢ = 62
A targyak értéke és sulya csokkend haszon/kdltség sorrendben:

p: 15 100 90 (60) (40) 15 10 1
w: 2 20 20 (30) (40) 30 60 10

A részfeladat valos relaxaltjanak megoldasa:
x: 1 1.1 0 1 % 0 0
A megoldéashoz tartoz6 optimumhatarok: [245,255]

A fels6é optimumhatar kisebb, mint a legjobb alsé optimumhatar.

1.2.2 részfeladat
Rogzitett paraméterek:
x; =1, x,=1
A véltozok szédma: n =6
A hatizsak kapacitasa: ¢ =32
A targyak értéke és sulya csokkend haszon/koltség sorrendben:

p: 15 100 90 (60) (40) 15 10 1
w: 2 20 20 (30) (40) 30 60 10

A részfeladat valos relaxaltjanak megoldésa:
x: 11 5 @O 1 0 0 0
A megoldéshoz tartozé optimumhatarok: [215,260]

A felsé optimumhatar kisebb, mint a legjobb alsé optimumhatar.

Valasz

Az optimalis megoldast az 1.1 részfeladat szolgaltatja.



A korlatozas és szétvalasztas alkalmazasa az utazé ugynok problémara

A probléma leirasa

Milyen sorrendben keressiik fel egy halozat csucspontjait, hogy a megtett Ut

0sszhossza minimalis legyen?

Mivel a lehetséges korutak szama (n—1)!, ezért a teljes leszdmlalas lehetetlen.
Ehelyett EP modellt irunk fel, és azt oldjuk meg a szétvalasztds és korlatozas

modszerével.
EP modell

Valtozok bevezetése

Jelolje x; =1, ha az i-edik véarosbdl a j-edikbe megytink, illetve x; =0, ha nem.

Feltételek felirasa

1. Minden varosbdl pontosan egyszer el kell indulni: inj =1
j

2. Minden vérosba pontosan egyszer meg kell érkezni: le.j =1

1

3. Ne keletkezzenek részkorutak, hanem egyetlen teljes korut:

k—1
v.]l""’.]k 'xl/] +zx./sjs+l +xj/(i S k
s=1

Ceélfiiggveny

A korat hosszat minimalizalni kell

chyxij — min
T

A szétvalasztas és korlatozas modszere hozzarendelési feladat (HF-) lazitassal
1. Oldjuk meg az utaz6 tigynok probléma HF-lazitasat.
2a) Ha az optimalis megoldas korut, akkor ez a TSP optimalis megoldasa.

2b) Ha részkorutak keletkeztek, akkor valasszunk egyet. Ha ennek s éle van,

akkor képezziink s szamu részfeladatot (agat).

3. Oldjuk meg a részfeladatok HF-lazitasat.

11



4. Ha az optimalis megoldas korut, akkor zarjuk le. Ha e korut hossza az eddigi

legrovidebb, akkor ezt jegyezziik fel és zarjuk le a magasabb korlatu aktiv

részfeladatokat.

5. Valasszuk ki a legkisebb korlata részfeladatot, oldjuk meg annak HF-lazitasat

¢s menjiink a 2b) Iépésre.

Az eljaras vége

Ha mar nincs aktiv részfeladat, akkor az eljaras befejezodott.

Jaratszervezési probléma visszavezetése az utazé ugynok problémara

A jaratszervezési probléma az utaz6 ligynok probléma altalanositasa, amelyet a

kovetkezOképpen szokds bemutatni.

Egy bizonyos termék irant adott varosokban meghatarozott kereslet mutatkozik. A

termék kiszallitdsara az egyik varosban taldlhatdé kozponti raktarbol korlatos

kapacitasu jarmiivek allnak a rendelkezésiinkre. A feladat a keresleti igények

kielégitése a minimalis 6sszhosszusagu szallitasi utvonalakon.

A probléma azért altalanositasa az utazé ligynok problémanak, mert a jarmiivek

korlatozott kapacitdsa nem teszi lehetové a sziikséges termékmennyiség egyszerre

torténo kiszallitasat.

A jératszervezési probléma ugyanakkor visszavezethetd az utazd ligynok

problémaéra a kdvetkezdképpen:

1. Virtuélisan sokszorozzuk meg a kozponti raktart: vezessiink be helyette annyi

kiilonallo pontot, ahdny jarmu sziikséges a szallitasok lebonyolitasara.

2. Az 1uj pontokat 6sszekoto €leket tekintsiik végtelen hosszinak. (Raktaron beliil

nem szallitunk.)

3. Az 1j pontokbdl a régiekbe vezetd ¢lek hossza legyen azonos az eredeti

kozponti raktarbol a keresleti pontokba vezetd €lek hosszaval.

12



Implicit leszamolas minimum feladatra

Feladat
3x, +2x, +5x; +2x, +3x; = min
=X, =X, +x;+2x, —x5 <1
—7x, +3x; —4x, =3x, <2
11x, —6x, —3x, —=3x, < -1
X, X5,X5,X,,Xs €1{0,1}
Megoldas

frjuk fel a probléma indulé szimplex tablajat maximum feladatra:

X, X, X3 X, X

u, u, u,| b
1

|

|
11 1 2 -1 1
~7 0 3 -4 =31 1 )
11 -6 0 -3 -3 1| -1
-3 -2 -5 -2 -3 0

A segédvaltozokrol csak annyi tesziink fel, hogy nemnegativ szdmok.

Az altalanos algoritmus szerint a maximum feladatra felirt célfiiggvény negativ
egylitthatoithoz tartoz6 valtozokat 0-ra, a pozitiv egyiitthatokhoz tartozé
valtozokat 1-re allitjuk, és kiolvassuk az induld bazismegoldast. Jelen esetben az

0sszes valtozo 0 értékébol indulunk ki:
(x19x29x39x49x5au19u29u3) = (09 Oa 0, 0, 0, 13_25_1)

Ehhez a bazismegoldashoz a z =0 célfiiggvényérték tartozik.

Mivel ebben negativ segédvaltozok is szerepelnek, igy ez a megoldas nem
megengedett (infeasible). A negativ segédvaltozok 0Osszegét szokas a
megengedhetetlenség mértékének (infeasibility measure) nevezni, ami a jelen

esetben: (-2)+(—1)=-3

Ezek utdn egyenként megvizsgalom, hogy a meg nem engedett bazismegoldas
(binéris) valtozéit 0-r6l 1-re ndvelve hogyan valtozik a helyzet. Ezzel az
esetvizsgalattal egy olyan fat generalok, amelynek cstcsaira a célfiiggvény
értékét, agaira pedig az adott eldgazashoz tartoz6 dontést — egy binaris valtozd
beallitott értékét — irom.

13



A valtozok értékének beallitasaval kapott esetek a kovetkezok:

Dontés Bazismegoldas Célérték Infeasibility
x, =1 1,0,0,0,0,2,5,-12) z=3 —-12

x, =1 (0,1,0,0,0,2,-2,5) z=2 )

x, =1 (0,0,1,0,0,0,-5,-1) z=35 -6

x, =1 (0,0,0,1,0,-1,2,2) z=7 -1

x5 =1 (0,0,0,0,1,2,1,2) z=3 0

Vegyiik észre, hogy az utolsd eset infeasibility mértéke 0, vagyis ott egy
megengedett megoldast kapunk. Ezt az 4gat tovabb nem vizsgaljuk, mert ha
tovabbi valtozok értékét modositanank, azzal csak rontanank a célfiiggvény
értekén. A megtaldlt megengedett megoldasok viszont egyben korlatot is
jelentenek a célértékre nézve, igy viszonyitasi alapként szolgélnak a még le nem
zart agak értékeléséhez. Az els6 és a harmadik eset célértéke példaul eleve
rosszabb, mint a mar megtalalt megoldasé, igy azoknak az agaknak a tovabbi
vizsgalata felesleges. Az altalanos szabaly az, hogy le kell zarni minden olyan ag
vizsgalatat, ahol rosszabb célértéket kaptunk, mint az eddig elért legjobb
megengedheté megoldasnal, vagy azonos célértékkel ugyan, de nem

megengedhetd megoldashoz jutottunk.

Az algoritmus szerint az esetvizsgalattal azon a meg nem engedett dgon kell
tovabblépni, ahol a megengedhetetlenség mértéke a legkisebb. Amennyiben tobb
minimalis jelolt is van, akkor koziilikk azt valasztjuk, amelyiknek kedvezobb a

célérteke. A jelen esetben az x, =1 dontés esetében van remény a célérték

javitasara. Folytatva az iteraciot az alabbi megoldasi fahoz jutunk:

\
\

feasible |
/

-

infeasible
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Hatizsak feladat megoldasa implicit leszamolassal
Feladat
A véltozok szdma: n =4
A hatizsak kapacitasa: ¢ =7
A targyak értéke és sulya csokkend haszon/koltség sorrendben:

p: 3
w: 1 4 3 2

Modell

3x, +5x, +2x, + x, = max

X, X,,%5,x, €{0,1}
Megoldas
frjuk fel a probléma indulé szimplex tablajat maximum feladatra:

XX, X, XU
1 4 3 211
305 2 110

A segédvaltozokrol csak annyi tesziink fel, hogy nemnegativ szamok.

Az altalanos algoritmus szerint a maximum feladatra felirt célfiiggvény negativ
egyiitthatoithoz tartozd valtozokat O-ra, a pozitiv egylitthatokhoz tartozo
valtozokat 1-re allitjuk, és kiolvassuk az induld bazismegoldast. Jelen esetben az

Osszes valtozo 1 értékébdl indulunk ki: (x,,x,,x;,x,,u,) =(1,1,1,1,-3)
Ehhez a bazismegoldashoz a z =11 célfiiggvényérték tartozik.

Mivel ebben a segédvaltoz6é negativ, igy ez a megoldds nem megengedett
(infeasible). A megengedhetetlenség mértéke (infeasibility measure) a jelen

esetben: u, =-3

Ezek utan egyenként megvizsgadlom, hogy a meg nem engedett bazismegoldas
(bindris) valtozoit 1-r6l 0-ra csokkentve hogyan valtozik a helyzet. Ezzel az
esetvizsgalattal egy olyan fat generdlok, amelynek cstcsaira a célfliggvény
értékét, agaira pedig az adott elagazashoz tartozd dontést — egy bindris valtozo
beallitott értékét — irom.
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A valtozok értékének bedllitdsaval kapott esetek a kovetkezok:

Dontés Bazismegoldas Celertek Infeasibility
x, =0 (0,1,1,1,-2) z=8 -2
x,=0 (1L,O,LL,1) z=6 0
x; =0 (1,1,0,1,0) z=9 0
x, =0 (0,1,1,0,-1) z=10 -1

Vegylik észre, hogy a masodik és harmadik eset infeasibility mértéke 0, vagyis ott
megengedett megoldasokat kapunk. Ezek koziil az x, =0 dontéssel jutunk jobb
célértékhez, ami viszonyitasi alapként szolgal a még le nem zart agak
értékeléséhez. Az elso eset célértéke példaul eleve rosszabb, mint a mar megtalalt
megoldasé, igy annak az agaknak a tovabbi vizsgalata felesleges. Az altalanos
szabaly az, hogy le kell zarni minden olyan &g vizsgalatat, ahol rosszabb
célértéket kaptunk, mint az eddig elért legjobb megengedhetd megoldasnal, vagy

azonos célértékkel ugyan, de nem megengedheté megoldashoz jutottunk.

Az algoritmus szerint az esetvizsgalattal azon a meg nem engedett agon kell
tovabblépni, ahol a megengedhetetlenség mértéke a legkisebb. Amennyiben tobb
minimalis jeldlt is van, akkor koziiliikk azt valasztjuk, amelyiknek kedvezdobb a
célérteke. A jelen esetben az x, =0 dontés esetében van remény a célérték
javitasara.

Folytatva az iteraciot az alabbi megoldasi fahoz jutunk:

z=11

zZ = l 1 Z= ]-0 infeasible
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A vagasok moédszere (Gomory)

Hatizsak-feladat megoldasa Gomory-féle vagassal

Ezt a modszert akkor vetjikk be, amikor a relaxalt valtozat eléri az optimumat a

szimplex tablaban.

Feladat
A véltozok szdma: n =4
A hatizsak kapacitasa: ¢ =7
A targyak értéke és sulya csokkend haszon/koltség sorrendben:

p: 3
w: 1 4 3 2

Modell

3x, +5x, +2x, + x, = max

X;,X,,%5,%, €{0,1}

A valés relaxalt megoldasa szimplex médszerrel

XX, X3 X, 1w u, u, u, us|c
I 4 3 2.1 7
! o !
1 | 1 1
1 | 1 1
1| 1|1
3 5 2 1. 0
X, X, X, X, !“1 u, wu, u, u;| c
4 3 211 -1 6
1 | 1 1
! | ! 1
1 | 1 1
I 1|1
5 2 1| -3 -3
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XX, Xy XU U, Uy U, U | ¢
3 0201 -1 -4 2
1 I 1
1 | 1 1
1 | 1 1
L 1|1
2 1! -3 -5 8
XX, Xy X, g U U, Uy Uy U | C
L% i A Z
1 | 1 1
1 | 1 1
~%i-% K %1 %
L 1] 1
-Ki=¥% =K -K - %

A fenti tabla optimalis.

Gomory-féle vagas

Ha a valos relaxalt megoldasa egészértékii lenne, akkor az alapfeladatnak is
optimalis megoldasa lenne. Azonban a relaxalt megoldasvektor egyik

komponense nem egész: x, =%

Amennyiben a relaxalt megoldasvektor egyik komponense nem egész, akkor van
az optimalis tablaban olyan sor, amiben ennek a komponensnek az egyiitthatdja
nem nulla. frjuk fel ennek a sornak az egyenletét ugy, hogy az egyenlet tagjait egy

egész és egy nemnegativ tortrész dsszegére bontjuk:
(1+0)-x3 +(O+%)-x4 +(0+%)-u1 +(—1+%)-u2 +(_2+%)'”3 =%
Rendezziik egy oldalra az egész, illetve a tort tagokat:
Xy—Uy =2 Uy =H =Xy = iUy =Yy, —

Marmost amennyiben egy egészértékil lehetséges megoldast helyettesitiink a fenti
egyenletbe, tigy a baloldalon egész érték adodik, kovetkezésképpen a jobboldalon
is egészérték kifejezés all.

Tekintettel arra, hogy a valtozok a feladat szerint nemnegativ egész szamok, a
jobb oldalon csak egy nempozitiv egész szam allhat, azaz a feladat egészértékii

megoldasai kielégitik a kovetkezo feltételt:
K=Hexy = Yu —%uy, =% uy <0
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Ez a potlolagos feltétel a Gomory-féle vagas: egy metszosik a problématérben.

A vagés (és a hozza tartozo ijabb segédvaltozo) hozzavételével a valos relaxalt

optimalis tablajat elrontjuk ugyan, de egészértékii megoldasokat nem veszitiink.

XX, X, X, | U u, Uy U, U; U c
LAy A KA % %

1 ! 1 1
1 | 1 1
~%i-% K H%1 4

15 1 1

_23!_13 _% _23 1 _%

R e Ay -

A potlolagos feltétel sora tehat a tortrészek negativjait, és a potlolagos
segédvaltozot tartalmazza. A potlolagos feltétel kapacitasvaltozdja negativ, ezért
a tabla primal nem optimalis. Dual szimplex 1épés kovetkezik: a potlolagos

feltétel sorabol vélasztunk pivot-elemet ugy, hogy a célsor valtozoi negativak

maradjanak.
XX, Xy X, g U U, Uy Uy us U |
4 ;% % % %
1 | 1 1
1 | 1 1
~%i-% K %1 A
1 i 1 1
A e I L -%
=S =h =K =) -
XX, Xy X0 u uy uy u, us ug | oc
1 ! -1 -2 1
I | 1 0|1
1 | 0 0 |1
| 12 1 -1 1
5—5 -1 -1 1 %
11 %1
—y -2 -2 ~¥%]-9

Ez a tabla megint primal optimalis, és rdadasul egészértékli megoldast ad, tehat
egyben az alapfeladatnak is megolddsa. Ha nem igy lenne, tovabbi dudl szimplex
Iépéseket tehetnénk a tabla optimalizalasa érdekében, illetve tovabbi vagasokkal

biztosithatnank a megoldasvektor komponenseinek egészértékiiségét.
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Dualis teljesen egész vagas

Dualis teljesen egész vagas esetében nem garantalt, hogy csokken a feltételi

halmaz mérete.

Feladat
2x, + x, +2x; = min
X, +2x, —x; <1
X, —2x,=3x; <2
X, %,,x; €N
Megoldas

frjuk fel az induld szimplex tablat negativ célfiiggvénnyel, maximum feladatra:

XX, X4 uy | b
1 2 -1'1 0] 1
I -2 =310 1 [-2
2 -1 =210 00

Mivel a masodik sorban negativ kapacitas szerepel, igy a tdbla nem optimalis.

Legyen A a nem megengedhetd sor legkisebb egyiitthatéjanak abszolut értéke,
azaz a  negativ  egyiitthatok  abszolut  értékeinek  legnagyobbika:
A =max{|-21,]-3|}=3

Osszuk el a nem megengedhetd sort A -val, és irjuk fel a sor egyenletét tgy, hogy

az egyenlet tagjait egy egész és egy nemnegativ tortrész 6sszegére bontjuk:

(055 + (105, + (1 0) 05 ), = (-14.0)
Rendezziik egy oldalra az egész, illetve a tort tagokat:

—Xy =Xy Hl= =X = Yo xy = iy

Marmost amennyiben egy egészértékii lehetséges megoldast helyettesitiink a fenti
egyenletbe, tigy a baloldalon egész érték adodik, kovetkezésképpen a jobboldalon
is egészértéki kifejezés all.
Tekintettel arra, hogy a valtozok a feladat szerint nemnegativ egész szamok, a

jobb oldalon csak egy nempozitiv egész szam allhat, igy a baloldalon is, azaz a

feladat egészértékii megoldasai kielégitik a kovetkezo feltételt:
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Ez a potlolagos feltétel a dudlis teljesen egész vagas, aminek a hozzavételével a

szimplex tabla igy alakul:

XX, X iul u, u, | b
1 2 -1/1 0 0]1

—2 -310 1 0|-2
0 -1 -110 0 1]-1
-2 -1 =210 0 0] O

A potlélagos feltétel sora tehat az egészrészeket és a potlolagos segédvaltozot

tartalmazza.

Dudlis pivotalas kovetkezik a vagds sordban. (Maximumfeladat esetében

garantaltan —1, minimumfeladat esetében garantaltan 1 lesz a pivot-elem.)

XX, xqu u, uy | b
1 0 =311 0 2 [-1
I 0 -110 1 =20
0 1 110 0 -I

-2 0 -110 0 —1]1

Most az elsd sor negativ kapacitdsa miatt nem optimalis a tabla, ezért Gjabb dualis

teljesen egész vagas kovetkezik:
A =max{-3]}=3

Az A-val valé osztds utan fennmaradd egészrészekkel és egy ujabb

segédvaltozoval képezziik a vagast:

XX, XU Uy uy u, | b
1 0 -3'1 0 2 0|-1
1 0 -110 1 -2 00
0 1 110 0 -1 01
0 0 110 0 0 1]-1
-2 0 -1:10 0 -1 0]1
Dualis pivotalas kovetkezik a vagas sordban:
XX, x4 u; u; uy |b
1 0!'1 0 2 =-3][2
1 010 1 -2 -1]1
0 010 0 —1 110
0 110 0 0 —1]1
-2 0:/0 0 -1 -1]2
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Ez a tabla mar optimalis és egész értékii megoldast ad, ami tehat az eredeti

feladatnak is optimalis megoldasa: (0,0, 1, 2, 1, 0, 0)

A dudlis teljesen egész vagas egy determinisztikus véges eljarast ad egész értékii

LP-problémak megoldéasahoz.

Dirichlet-elv

Skatulya-elv

Pontrjagin-Bellman optimalitasi elv

Optimalis utnak minden rész-utja optimalis.
Hatizsak feladat megoldasa dinamikus programozassal

Feladat

3x, +5x, +2x; + x, = max

X, X,y,%5,x, €{0,1}

Megoldas

Felallitok egy diszkrét koordinata-rendszert a valtozok szama és a kapacitasi
korlat méretében. Tobb feltétel esetén minden egyes feltételnek egy kiilon

dimenzi6t biztositok.
Eloremend irany

Eléremend irdnyban az origobdl indulok, ahol a valtozok értéke zérus, €s minden
egyes lépésben az dsszes eddig elért pontbol a soron kdvetkezd valtozo kapacitasi
egylitthatojanak megfeleld meredekségli nyilakat allitok, ha a valtoz6 értékét 1-re

emelem, illetve vizszintesen megyek tovabb, ha a valtozoé értékét 0-ban rogzitem.

A pozitiv meredekségli nyilakra felirom a valtozo célfiiggvénybeli egyiitthatdjat
(a vizszintes nyilakon a valtoz6 0 értékének megfeleléen nincs haszon). Minden

ponthoz felirom az oda vezetd iranyitott utak koziil a maximalis haszni ut
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Osszértékét, igy a kovetkezo 1épésben elegendd csak az eloz6 allapotot vizsgalni,

ami programozasi szempontbol elonyos.

A programozasndl tovabbi eldny jelenthet, ha szamon tartjuk a hatralévd valtozok
altal még megszerezhetd Osszes lehetséges hasznot, és ha egy pont eddigi
értékéhez ezt a hasznot hozzdadva nem érjiik el az eddigi maximalis értékii részut

hasznat, akkor ebbdl a pontbol mar nem is érdemes folytatni az utak ndvelését.

A jelenlegi feladat esetén eléremend iranyban a kovetkezd uthalézathoz jutunk,

amibdl a legfelsd, 9 haszni ut mutatkozik maximalis értékiinek:

>
4

A maximalis haszna Ut egyes allomasairdl leolvashatd, hogy a valtozok milyen

értékének a valasztasa vezetett a haszon maximalizalasahoz:
x=1,x,=1,x,=0, x, =1
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Visszamend irany

Visszamend iranyu programozas esetén a valtozok csupa 1-es allapotabol és a

maximalis kapacitasbol indulok ki, majd ugyanazon elvek szerint szerkesztem

meg az uthalozatot:

Ha jol dolgoztunk, akkor eléremend és visszamend iranyban is ugyanazt a
maximalis hasznu utat kapjuk végeredménynek, természetesen ugyanazokkal a

valtozdértékekkel.
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A fiktiv lejatszasok modszere a kétszemélyes zérusosszegii jatékok megoldasanak
egy lassi, de rendkiviil egyszeri modja, amely egészértékli LP-problémak
megoldésara is alkalmas. A mddszer elénye, hogy szamitogépes implementacidja
teljesen megbizhatd: a valds relaxacion alapuld szimplex modszerek kerekitésbol
ered6 bizonytalansagai itt nem fordulhatnak eld. A modszer alkalmazhatésaganak
az alapja az LP-problémdk és a kétszemélyes zérusosszegli jatékok kozotti
atjarhatosag, az elsd 1épés tehat az LP-probléma ekvivalens atalakitasa egy

kétszemélyes zérusosszegli jatékka.

LP-probléma modellezése kétszemélyes zérusodsszegli jatékkal

Tekintsiink egy standard alaka LP-feladatot és annak dualisdt a kovetkezd

jelolésekkel:
primal feladat dual feladat
€X — max yb — min
Ax<b YA =c¢
x>0 y=0

Tudjuk, hogy a primal feladat barmely lehetséges x megoldasa és a dudl feladat
barmely lehetséges y megoldasa esetén cx <(yA)x <y(Ax)<yb (gyenge
dualitas), és az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha mindkét megoldas

optimalis (erds dualitas).

Tekintsiik most azt a kétszemélyes zérusosszegii jatékot, amelynek a kifizetési

matrixa

|
|
1
i c (C fizet R -nek p, Osszeget).
|
|

Minthogy a matrix antiszimmetrikus, ezért ez egy szimmetrikus jaték, az
optimalis stratégiavektorok tehat egyformak. Legyen az R jatékos kevert

u
stratégidja | v |. Ezzel szorozva a kifizetési matrixot (C jatékat optimalisnak

w

feltételezve) nem kaphatunk pozitiv értéket, azaz
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A szorzast kifejtve az alabbi egyenldtlenség-rendszerhez jutunk:

Av—-bw<0
—ATu+c"w<o0

bTu—cv<0

Tételezziik fel, hogy a w skalar értéke nem nulla, osszuk végig vele az
egyenlOtlenségeket, a  szorzatok megforditdsaval kiiszoboljik ki a

transzponalasokat, és atrendezéssel sziintessiik meg a negativ eldjeleket:

Vezessiik be az x = {l V:| illetve y = {luﬂ vektorjeloléseket, amikkel a fenti
w w

egyenldtlenségrendszer az alabbi, ismerds format nyeri:

Ax<b
YA >¢
yb <cx

Vegyiik észre, hogy az egyenldtlenség-rendszer elso két tagja a primal és a dual
LP-problémak feltételeivel azonos, mig a harmadik egyenl6tlenség éppen a
gyenge dualitassal ellenkezd irdnyt, ami csak abban az esetben lehetséges, ha itt

az egyenldség teljesiil — ekkor viszont az erds dualitas tétele szerint x ill. y

optimalis megoldasai a primal ill. dudl LP-feladatnak.

Osszefoglalva tehat: ha az LP-feladat elemeibdl a fenti médon osszeallitott

u
kifizetési matrixt kétszemélyes zérusosszegli jaték optimalis | v | kevert

w

stratégidjaban w# 0, akkor x = [l V} a primal feladatnak, y = [luT} pedig a
w w

dudl feladatnak optimalis megoldasa.
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Kétszemélyes zérusosszegli jaték megoldasa fiktiv lejatszasokkal

A fiktiv lejatszasok lényege az, hogy a jatékosok felvaltva modosithatnak
stratégiat minden egyes lejatszas utdn. A jatékosok nyilvantartjdk a lejatszasok
Osszes kifizetéseit, és a kovetkezd 1épésben ugy valasztanak stratégiat, hogy a
teljes kifizetés a szamukra legkedvezobben alakuljon. Julia Robinson 1951-ben
igazolta, hogy a fiktiv lejatszasok soran kovetett stratégidk gyakorisagat véve egy
konvergens kevert stratégia-sorozathoz jutunk, amelynek a hatarértéke éppen az

optimalis stratégia lesz.
A moddszer egy konkrét példan szemléltetjiik. Legyen a jaték kifizetési matrixa:

C
-1 2 0 3
I 2 -1 -1 (C fizet R-nek p, Osszeget)

Hr O —- O
—
o
—
(98]

Az elinduldshoz R kezdjen az elsé stratégidval. A stratégiavalasztast
csillagozéssal jeldljiik. A matrix els6 sora C teljes kifizetési sorat tartalmazza az
elsd lejatszasra nézve: ezt a kifizetési matrix alatt tartjuk nyilvan. A teljes
kifizetések optimalis elemét elosztva a lejatszasok szdmaval egy kozelité becslést

kaphatunk majd a jaték értékére nézve.

C
0 -1 2 0 3/|°
1 1 2 -1 -1
R
0 0 3
4 2 -1 0 1
0 -1 2 0 3

A kovetkezd 1épésben C stratégiat valaszthat. Szamara a legkedvezobb az, ha a
teljes kifizetési soraban a legkisebb elemhez tartozé stratégiat, vagyis a matrix
masodik oszlopat valasztja. Ez lesz most R teljes kifizetési oszlopa, amit a

matrixtol jobbra kezdiink nyilvantartani:

C
o -1 2 0 3|° -1
I 1 2 -1 -1 1
R
0 1 0 1 3
4 2 -1 0 2
o - 2 0 3
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Most R kovetkezik, akinek a teljes kifizetési oszlopdban a maximalis elemhez
tartozd, utolsd stratégiat érdemes valasztani. A matrix utols6é sorat hozza kell

adnunk tehat C teljes kifizetési sordhoz.

C
o -1 2 0 3|° -1
I 1 2 -1 -1 1
R
0 1 0 1 3 1
4 2 -1 0 1 2"
o - 2 0 3
4 1 1 0 4

Most C valthat stratégiat, aki megint a teljes kifizetési sor minimalis eleméhez
tartozd negyedik stratégiat valasztja: a matrix negyedik oszlopat a kovetkezo

1épésben hozzaadjuk tehat R teljes kifizetési oszlopahoz, és igy tovabb.

Amennyiben a stratégiavaltaskor egy jatékos tobb optimalis kifizetéssel is
rendelkezik, a fiktiv lejatszasok moddszerének kiilonféle variansai szerint
valaszthatja a sorban elsé optimalis kifizetéshez tartozd stratégiat, vagy azt,

amelyikre nézve a partner a kovetkezd 1€pésben a legkisebb eldnyhoz juthat stb.

A sorban mindig az els6 optimalis kifizetéshez tartozo stratégia valasztasaval a

fiktiv lejatszasok kovetkezd sorozatahoz jutunk:

C

o -1 2 0 3| -1 -11 1 1 1 3 5

I 1 2 -1 -1 1 0 22 1 0 -1 2
R01013 1 25 2 3 4 5 5 5

4 2 -1 0 1 22 1 1 1 1 0 -1

0o -1 2 0 3

4 1 1 0" 4

4 2 1" 1 7

5 3 300 6

5 4 3 1" 9

5 5 327 12

5 6 3 3 15

5 7 3 4 18

5 6 5 4 21

Az eddigi lejatszasokat Osszesitve a kovetkezd becsléseket kapjuk R illetve C

crer
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s, :(2,1,29% S, =(0,1,3,§,0J
9°9°9°9 9°9°9

. . ., 4
A jaték értéke az utolso kifizetések alapjan 9 és g kozott van.

Megjegyzés a fiktiv lejatszasok szamitégépes implementaciéjahoz

crer

matrixot, valamint az egyes jatékosok stratégiavalasztasainak gyakorisagat €s
teljes kifizetési sorat. A pontossdg maximalizalasa érdekében a strukturdk egész

értékli komponenseit korlatlan méretli egész tipusokkal is reprezentalhatjuk.

Prekondicionalas

A prekondicionalas (preconditioning, preprocessing, inspection): egy probléma
elokészitése a megoldasra. Olyan hatékony eldzetes 1€pések €s eljarasok sorozata,
amelyek olcson ¢és gyorsan azonositjdk a felallitott modell vagy a konkrét
probléma megformuldzasdban talalhato hibat; kimutatjdk a probléma esetleges
megoldhatatlansagat; a felesleges feltételek kikiiszobolésével csokkentik a feladat
méretét; erdsitik az ismeretlen valtozok korlatjait; illetve behtizzak a feladatot a
numerikus stabilitds tartomanyaba, kikiiszobolve ezaltal a nagysagrendi

eltérésekbol adodo nehézségeket.

A prekondicionalas elemeinek bemutatasdhoz tekintsiik az alabbi, standard alakt

LP-problémat:

¢x, +...+c,x, - max
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A prekondicionalas soran a kulcslépés az egyiitthatok eldjel szerinti szétvalasztasa

lesz, amely utana az LP-modell a kdvetkezd alakba irhato:

¢x, +...+c,x, = max

Infizibilitasi teszt: kielégithetetlen feltétel keresése

Egy feltétel kielégithetetlen (és ezaltal a probléma megoldhatatlan), ha
baloldalanak egy alsé korlatja nagyobb, mint a jobboldala. Formalisan, az i

feltétel kielégithetetlen, ha

Zal“Jr Zalju/>b

a>0 a<0

Megjegyezziik, hogy egyenldség esetén a feltétel az Gsszes valtozot a megfeleld

korlatjan rogziti, igy egyetlen lehetséges megoldast ad, amit csak ellendrizni kell.

Redundancia teszt: elhagyhato feltétel keresése

Egy feltétel elhagyhat6 (és ezaltal a probléma mérete csokkenthetd), ha
baloldalanak egy fels6 korlatja nem nagyobb, mint a jobboldala. Formalisan, az i

feltétel elhagyhato, ha

zau ;T Zaylj =i

a>0 a<0

Megjegyezziik, hogy ha a jobboldal nagyobb, mint a fels6 korlat, akkor a feltétel a

probléma minden lehetséges megoldasara nézve inaktiv.

Valtozok értékének optimalis rogzitése

Ha az LP-probléma eredeti alakjaban, az egylitthatok matrixanak egy adott
valtozohoz tartozd oszlopadban valamennyi egyiitthatd negativ, ugyanakkor a

valtoz6 célegylitthatéja pozitiv, akkor a valtoz6é optimalis értéke annak felsd
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korlatjan rogzithetd. Megforditva: ha az egyiitthatok matrixdnak egy adott
valtozohoz tartozd oszlopaban valamennyi egyiitthatdé pozitiv, ugyanakkor a
valtozo célegylitthatoja negativ, akkor a valtozo optimalis értéke annak alsé

korlatjan rogzitheto.

A valtozok értékének optimalis rogzithetdsége egy nagyon hatékony vizsgalat és
jelentds eldrelépés a probléma méretének csokkentése iranyaban, ezért ezt akar

legels6 1épésként is végrehajthatjuk a prekondiciondlasban.

Valtozok korlatainak erositése

Egy feltétel minden nemnulla egyiitthatdju valtozojara nézve korlatot general,
mégpedig felsd6 vagy als6é korlatot rendre aszerint, hogy az adott valtozo
egylitthatoja pozitiv vagy negativ. Formalisan, az i feltétel a k valtozéra nézve a

kovetkezo korlatot generalja:

Ha a, >0, akkor

b zall J zall j < b zaljj Zal] J

iy Jj#k Jj#k Ay Jj#k j#k
a; >0 a; <0 a; >0 a; <0

felsd korlatja x, -nak.

Ha a, <0, akkor

b zal] J zalj ] - b zal]] Zau ]

g Jj#k Jjzk a; Jj#k jzk
a; >0 a; <0 a; >0 a; <0

also korlatja x, -nak.

Amennyiben valamelyik feltétel altal generalt korlat jobb, mint a valtoz6 eddig
ismert korlatja, akkor az a korlat javithatdo. Egy korlat erdsitése utan a
prekondicionalds eddigi 1épései rekurzivan megismételhetdk, célszertien csak

azokra az esetekre nézve, amelyekben az adott korlat el6fordul.

Vegylik észre, hogy a korlatok generalasanal (a kapcsos zardjelben) az aktudlis
feltétel baloldalanak also korlatjat eldallito kifejezésbol rendre elhagytuk az
aktualis valtozohoz tartozo tagot, és az igy kapott 6sszeget vontuk ki az aktualis
feltétel jobboldalabol. Mivel az alsé korlatokat az infizibilitasi teszt sordn mar
egyszer eldallitottuk, célszerli azokat menteni, hogy aztan a korlatok generalasat

gyorsabban elvégezhessiik.
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Példa

Feladat

Hajtsuk végre a prekondicionalas 1épéseit a kdvetkezd LP-probléman rekurzivan

addig, amig minden teszt inkonkluzivva nem valik.

5x, —2x, +8x, <15
8x, +3x, —x;, 29
X +x,+x,;<6

<3
<x,<lI
<x, <0

Megoldas

1) Hozzuk a feladatot standard alakra megszorozva a masodik feltételt (—1) -gyel:

5x, —2x, +8x; <15
-8x, =3x, +x;, £-9
X +x,+x;,<6

0<x <3
<x, <
<x; <0

2) Hajtsuk végre a prekondicionalés 1épéseit:
e Infizibilitasi teszt: inkonkluziv.
e Redundancia teszt: inkonkluziv.
e Valtozok optimalis rogzitése: inkonkluziv.
e Valtozok korlatainak erdsitése:

a, =5>0=x, < L[bl —apiy —agl; ] = %[15 -(=2)D) - (8)(1)] =

ap

W | \©

Ez a fels6 korlat kisebb, mint az eddigi legjobb, igy u, azonnal javithato!

Legyen u, = %, ¢s kezdjiik elolrdl a prekondicionalast!
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3) Hajtsuk végre a prekondiciondlas 1épéseit:
e Infizibilitasi teszt: inkonkluziv.
e Redundancia teszt: inkonkluziv.
e Valtozok optimalis rogzitése: inkonkluziv.

e Viltozok korlatainak erdsitése:

W | O

ay =550 x, £ by~ @y ~ aly ] = £[15 - (2D - BD] -

aip

a,=-2<0=>x, 2 i[bl —a,l, —asl,]= %[15 ~(3)0)-@®)D)]= —%

ap

a;=8>0=x; < L[bl —ayl, - a12u2]: %[15 = (5)(0) - (_2)(1)] = %

ag

Ez a fels6 korlat kisebb, mint az eddigi legjobb, igy u, javithato!
17 ot et o
Legyen u, = R ¢s kezdjiik elolrdl a prekondicionalast!

4) Hajtsuk végre a prekondicionalas 1épéseit:
¢ Infizibilitasi teszt: inkonkluziv.

e Redundancia teszt: a harmadik feltételre konkluziv, igy az elhagyhato6.

A redukalt probléma:

5x, —2x, +8x; <15
—-8x, =3x, +x;, <-9

e Valtozok optimalis rogzitése: a probléma redukalt modelljében a méasodik
és harmadik valtozé optimdlisan rogzithetd x, =u, =1 és x; =/, =1

értéken, amibdl azutdn az elsé valtozora mar adodik az x, =y, =3

optimalis megoldas.



Amennyiben a standard LP-probléma megolddsat bindris valtozokon keressiik,
azaz 0-1 programozasi feladatot kivanunk megoldani, ugy a modell alkalmas
bovitésével a prekondicionélds 1épései rendkiviili modon leegyszeriisodnek. A
modell alkalmas bdvitése pedig nem mads, mint a valtozok komplementereinek a
bevezetése azoknal a tagoknal, ahol az eredeti valtozo egyiitthatdja negativ. A
komplementer valtozok bevezetésével a standard alakra hozott 0-1 programozasi

modell minden egyiitthatoja nemnegativva teheto.

¢x, +¢x, +...+c¢,x, +c,X, - max

a,x, +a,x, +..+a,x, +a,x, <b

a,x +a, x +..+a, x +a,6 X <b,

mn--n mn--n

Vegyiik észre, hogy a fenti modellben a komplementer valtozék megfeleld
egylitthatoi koziil legalabb az egyik biztosan 0, igy a célfliggvény ¢€s a feltételek
pozitiv egyliitthat6ju tagjainak a szama nem tobb, mint az eredeti modell nemnulla

egylitthatoinak a szama.

Infizibilitasi teszt: kielégithetetlen feltétel keresése

Egy feltétel kielégithetetlen (és ezaltal a probléma megoldhatatlan), ha a

jobboldala negativ. Formalisan, az i feltétel kielégithetetlen, ha 0 > b,.

Redundancia teszt: elhagyhato feltétel keresése

Egy feltétel elhagyhatd (és ezéltal a probléma mérete csokkenthetd), ha baloldali
egylitthatdinak 6sszege nem nagyobb, mint a jobboldala. Formalisan, az i feltétel

elhagyhato, ha
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Valtozok korlatainak erdsitése, valtozék optimalis rogzitése

Vegyiik észre, hogy a nemnegativ egyiitthatoji 0-1 programozéasi modellben a
feltételek kizarolag egy valtozd felsé korlatjdnak a javitdsdra adhatnak
lehetdséget. Ha pedig az lehetséges, akkor az nem mas, mint a binaris valtozé
optimalis értékének a rogzitése a 0 helyen. Formalisan, az i feltétel a k valtozot a 0
optimalis értéken rogziti, ha j—i <1.

ik
Megjegyezziik, hogy egy valtozd rogzitése a komplementerének az értékét is

rogziti.
Binaris prekondicionalasra épiilé megoldé algoritmus

Binaris valtozok esetén a prekondicionédlasra egyszeri megoldd algoritmus
¢épithetd agaztatassal, a kovetkezd elv szerint. Amennyiben a prekondicionélési
tesztek valamelyike konkluziv, akkor a probléma mérete csokken, amennyiben
viszont minden teszt inkonkluziv, akkor egy (még nem rogzitett) binaris valtozo
lehetséges értékei mentén a feladatot két kisebb méretli problémara bontjuk fel,

amelyeket kiilon-kiilon megoldunk ugyanezen elv alapjan.

Lehetséges, hogy a 0-1 programozasi modellen végrehajtott standard
prekondicionalési tesztek inkonkluzivak, mégis konnyen kimutathatdé bizonyos
valtozok értékeinek erds Osszefiiggése a feltételek alapjan. Az erds Gsszefliggés
kimutatasa itt azt jelenti, hogy valtozoparok rogzitése révén a feltételek kozott
ellentmondast detektalunk, ezéltal a valtozok vizsgalt értékét egymast kizaronak
allapitjuk meg. Ezek a valtozoparok értékére vonatkozo kizéarasi informaéciok,
amelyeket a valtozoparok kozotti konfliktusnak neveziink, elvezethetnek bizonyos
valtozok értékének rogzitéséig, amivel a probléma mérete tovabb csokken. A
valtozoparok értékére vonatkoz6 kizarasi informaciot, ami lényegében egy relacio
a valtozok felett, egy specidlis irdnyitatlan graffal reprezentaljuk, amelyet

konfliktus-grafnak neveziink.
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Konfliktus-graf

(Egyenlétlenség-feltételes) konfliktus-graf, NAND graf

(Egyenlétlenség-feltételes) konfliktus-grafot ugy szerkesztiink, hogy a
valtozoparokat az 1 értéken rogzitjiikk, és ha ez kielégithetetlen feltételrendszert

eredményez, akkor az konfliktust jelent.

Formalisan: a I'_ = (V,ES) iranyitatlan graf akkor és csak akkor konfliktus-grafja
a komplementer-valtozokkal bovitett standard alaku 0-1 programozasi modellnek,

ha V={xj|1Sj£n}u{fj|1San}és {x, ,x,}eE . =>x, +x, <I.

A konfliktus-graf pontjait tehat a valtozok és azok komplementerei alkotjak. Ha
pedig a konfliktus-graf két pontja kozott €l fut, akkor a vonatkozd két valtozo
értéke nem lehet egyszerre 1.

Megjegyzések

1. Vegyiik észre, hogy egy konfliktus-graf nem tartalmazza sziikségképpen az

Osszes konfliktust, informacidtartalma tehat nem feltétleniil teljes.

Ez azt jelenti, hogy egy problémanak tobb kiilonb6z6 konfliktus-grafja is lehet,

specialisan: az iires graf biztosan konfliktus-graf.

Konnyli megmutatni, hogy konfliktus-grafok ¢él-unidja is konfliktus-grafot

eredményez.

2. Az (egyenldtlenség-feltételes) konfliktus-grafban detektalt klikk egy mély

kombinatorikus vagast jelent a problémara nézve.
3. Létezik egyenléség-feltételes konfliktus-graf (XOR-graf) is, amelynek élei a

valtozoparok egyenl6 értekenek a kizarasat jelentik: {x ,x,} e E_. = x, +x;, =1

Konnyli megmutatni, hogy minden egyenldség-feltételes konfliktus-graf egyben

egyenldtlenség-feltételes is, visszafelé azonban ez altalaban nem igaz: £_ c E.

A teljes egyenldség-feltételes konfliktus-graf tehat mindig részgrafja a teljes
egyenldtlenség-feltételes konfliktus-grafnak.

4. Vegyiik észre, hogy mindkét tipust konfliktus-graf tartalmazza a valtozok és

komplementereik kozott futd éleket: {x,,x, } € E_NE.
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Bovitési szabaly

Egy konfliktus-grafban éllel 6sszekothetok azok a csucsok, amelyekbdl €l fut egy

véltozohoz €s annak komplementeréhez is: {x,,x, },{x;, X, } € E. = {x,,x,;} € E_

A Dbovitési szabaly Kkiterjeszthetd, ha az egyenloség-feltételes konfliktus graf
informdacio6i is a rendelkezéslinkre allnak. Eszerint, az egyenldtlenség-feltételes
grafban ¢llel Osszekdthetdk azok a cstcsok, amelyekbdl €l fut egy olyan
valtozoparhoz, akik az egyenlOség-feltételes konfliktus grafban éllel vannak

osszekotve: {x,,x, },{x;,x,} € E_Ad{x,,x} e E. = {x,,x,} € E_

Rogzitési szabaly

Példa

A bovitési szabaly specidlis esete, amikor egy valtozéhoz és annak
komplementeréhez is ugyanattol a harmadik cstcstdl fut él, azaz a graf olyan 3
pontu teljes grafot (3-klikket) tartalmaz, amelyben egy valtozé és komplementere
is szerepel. Ebben az esetben a harmadik csucs valtozojat a 0 értéken rogzithetjiik:

{x,xhix,x ek, =>x, =0

Rl

Az el6z0hoz hasonld6 modon a rogzitési szabaly is kiterjeszthetd, ha az
egyenlOség-feltételes konfliktus graf informécidi is a rendelkezéslinkre allnak:

{xx b dx,x e E.nfx,xteE.=>x, =0

Egy valtozo rogzitése azt jelenti, hogy a neki megfeleld csucs az (egyenldtlenség-

feltételes) konfliktus grafban maximalis foku, telitett.

Feladat (Vizvari Béla)

Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi feladatnak a (0,0,1,1,1,1,1) vektor egy optimalis
megoldasa!
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15x, +12x, +10x; +9x, + 7x +4x, +3x, = max

4x, +4x, +3x; +2x, +2x5 +2x, +x, <10

8x, +3x, +6x; +5x, —3x, —4x, —5x, <2

X, X5,X5,X,,Xs,Xs,X; €{0,1}

Megoldas

A (0,0,1,1,1,1,1) vektor esetében a feltételek teljesiilnek (az elsé aktiv, a masodik
inaktiv); a célfiiggvény értéke 33.

Alakitsuk at a célfiiggvény sorat egyenlGtlenséggé, irjunk az egyenlétlenség jobb
oldaldra 34-et, majd — sziikség esetén konfliktus-graffal kiterjesztett —
prekondicionaldssal mutassuk meg, hogy az igy kapott feltételrendszer

kielégithetetlen.

15x, +12x, +10x; +9x, + 7x +4x, +3x, =34
4x, +4x, +3x; +2x, +2x5 +2x, +x, <10
8x, +3x, +6x; +5x, —3x; —4x, —5x, <2

A feltételeket tegylik egyiranyuva, és a komplementer valtozok bevezetésével

minden egyiitthatot alakitsunk nemnegativva:

15x, +12x, +10x, +9x, + 7x +4x, +3x, <26
4x, +4x, +3x; +2x, +2x5 +2x, +x, <10
8x, +3x, +6x; +5x, +3x; +4x, +5x, <14

A fenti feltételrendszeren a prekondiciondlédsi tesztek inkonkluzivak, és egyik

feltétel sem rogzit valtozot.

A viéltozoparok  értékének hipotetikus  rogzitésével és a  feltételek
ujraellendrzésével szerkessziik meg a probléma konfliktus-grafjanak adjacencia-
matrixat!

Az els6 feltétel az elsd két valtozd bedllitdsara azonnal ellentmondasos, igy

{x,x,} e E,

Az els6 feltételben rogzitsiik az elsé és harmadik valtozot 1 értéken: x, =X, =1;

ekkor a tobbi valtozo értéke mar csak x, =X, =x; =X, =x, =0 lehet. Az igy

rogzitett valtozok azonban nem elégitik ki a masodik feltételt, amibdl
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{x,,x,} € E_ kovetkezik. Ezt a gondolatsort a kovetkezOképpen rovidithetjiik:

IF:% =% =1=% =%, =% =X, =X, =0 > 2F

o IF:x=X,=1=2Xx,=X;=X;=X,=X,=02F

e IF:x=X=1=2Xx,=x,=x,=0=22F :1x, =0 1F

e IF:x,=x;=1=Xx=X,=X%=0=>1F:X=X, =0 2F

o 3F:ixj=x;=1=2x,=x,=X,=X,=X, =0 2F

o 3F:ixj=x,=1=x,=x,=X,=X,=X, =0 2F

o 3F:x;=x,=1=x,=x,=x, =X, =X, =0 1F

o 3F:ix;=x,=1=x=Xx=X,=0=22F:x,=01F

Abrézoljuk a kapott eredményeket a konfliktus-graf adjacencia-matrixan:

X, X, Xy X, X Xg X, | X, X, Xy X, X5 X5 X,

X, ° ° . °

Alkalmazzuk a bdvitési szabalyt az els6 valtozora (és komplementerére):

e x, szomszédjai: x,, x,, X,

e X, szomszédjai: X,, X;, X,, X;
Tovabbi élek a grafban: {x,,X,}, {x;,x,}, {x5, %}, {x,,%,}, {x,, X%}, {x,,X5},
{7, %0, %, X, %, x5, ), 4%, X}
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X, X, X3 X, X5 Xg X, | X X, X3 X, X5 Xg X,
X, ° . . .
X, °
X, ° . . . . .
X, ° ° ° . . .
Xs [ ]
X¢ o
P o
)?1 ° ° ° . °
fz ° ° . ° ° °
)@ ° ° ° ° °
X, ° . . .
fs ° ° ° ° °
Xg °
f7 ° ° ° ° ° °

Alkalmazzuk a bovitési szabalyt a harmadik valtozora (és komplementerére):
e Xx, szomszédjai: x,, X,, x,, X,, X;
e X, szomszédjai: x,, X,, X;, X,

Tovabbi élek a gratban: {x,,X,}, {X,,x,}, {x,,x,}, {x,, %}, {x,,%,}, {X,,%,},

X5, %, }

XXy X3 Xy X5 Xg Xy [ X X, X3 Xy X5 X X,
X, ° ° . ° °
X, .
X, ° . ° . ° °
X, | ® . ° . ° ° ° ° °
X5 L4
Xg °
X5 °
)?1 ° ° ° ° ° °
fz ° ° ° ° ° ° ° ° ° °
)?3 . . ° . .
X, ° . . . .
)?5 . . . ° . .
X4 .
f7 ° . ° ° ° ° .
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Vegyiik észre, hogy hurokél keletkezett az x, és az X, csucson, ami azt jelenti,

hogy ezek a valtozok specidlis esetei voltak az el6zd bdvitési szabalynak, €s a
rogzitési szabdly szerint 0 értéket kapnak. A grafban ez a rogzités azt jelenti, hogy

az x, és az x, csucs automatikusan telitetté valik.
A két valtozo (és komplementereik) rogzitésével csokken a feladat mérete:
15x, +10x, + 7x, +4x, +3x, <17
4x, +3x; +2x, +2x, +x, <6
8x, +6x; +3x; +4x, +5x, <11
Vegyiik észre, hogy a redukalt elso feltételbdl azonnal kovetkeznek az {x,,x,},
{x,,x,} 0j élek.
A redukalt mésodik feltétel vizsgalata elvezet az {x,,x;}, {x,,x,} élekhez.

A redukalt harmadik feltétel vizsgalata alapjan kapjuk a tovabbi {x,x,} €lt, amire
a rogzitési szabaly alapjan x, = 0 kovetkezik.

Az x, =0 rogzitésre az elsé feltétel csak x; =X, =x, =X, =0 értékekkel
elégithetd ki, az igy kapott (0,1,1,0,1,1,1) vektor viszont a masodik feltételt nem
elégiti ki.

A feltételrendszer ellentmondasos, tehat a célfliggvény értéke nem novelhetd, igy

az eredeti megoldés valdoban optimalis volt.
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