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Bevezetés

Ha számelméleti függvények, pl. multiplikat́ıv vagy addit́ıv függvények nagyságrendjét
vizsgáljuk, akkor először általában az adott függvény átlagos nagyságrendjét nézzük. Azt
mondjuk, hogy f átlagos nagyságrendje g, ha∑

n≤x

f(n) ∼
∑
n≤x

g(n),

azaz f összegzési függvénye aszimptotikusan egyenlő g összegzési függvényével, ahol g elemi
függvényekkel kifejezhető és g-nek ismerjük az aszimptotikus viselkedését.

Tekintsük pl. az f = σ függvényt, ahol σ(n) =
∑

d|n d az n osztóinak összege. Akkor

∑
n≤x

σ(n) ∼
∑
n≤x

π2

6
n,

tehát σ(n) átlagos nagyságrendje π2

6 n, azaz ,,átlagosan” n osztóinak száma σ(n) ≈ 1, 644n.
Hasonlóan, ha f = ϕ az Euler-függvény: ϕ(n) = #{k : 1 ≤ k ≤ n, (k, n) = 1}, akkor

ebben az értelemben ,,átlagosan” ϕ(n) ≈ 6
π2 n ≈ 0, 607n.

Az átlagos nagyságrend azonban csak eléggé pontatlan információt szolgáltat a függvény
viselkedésére vonatkozóan, nem mutatja ki azokat az értékeket, amelyek nem tipikusak és
amelyek ritkán fordulnak elő.

A τ osztófüggvénynek például, ahol τ(n) =
∑

d|n 1 az n osztóinak száma, átlagos
nagyságrendje log n, ugyanakkor ,,majdnem minden” n-re τ(n) ≈ (log n)log 2 ≈ (log n)0,693,
ami a log τ(n) normális nagyságrendjére vonatkozó eredményből következik. A log n átlagos
nagyságrendet az az arányaiban kis számú n eredményezi, amelyekre τ(n) sokkal nagyobb
mint log n.

Azt mondjuk, hogy f normális nagyságrendje g, ha limstatn→∞
f(n)
g(n) = 1 (statisztikus

határérték), azaz minden ε > 0 esetén |f(n)− g(n)| < ε|g(n)| egy 1 sűrűségű halmazon.
Ha f nem korlátos multiplikat́ıv függvény és nem az n hatványa, akkor f -nek nem létezik

növekvő normális nagyságrendje, lásd B. J. Birch [B], 1967.1

A σ és ϕ függvények

Nézzük a σ és ϕ függvényet. Ezekre σ(n) ≥ n + 1, φ(n) ≤ n − 1 minden n ≥ 2-re és
az egyenlőségek akkor és csak akkor igazak, ha n pŕım. Kérdés, hogy σ(n) és φ(n) az n-től
függően milyen nagy, illetve milyen kicsi értékeket vehet fel?

1Ugyanakkor létezik addit́ıv függvények egy széles osztálya, amelyeknek van növekvő normális
nagyságrendje.
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1. Tétel. Léteznek olyan C1 és C2 pozit́ıv állandók, hogy minden n ≥ 2-re

(1) σ(n) < C1n log n,

(2) ϕ(n) > C2
n

log n
.

Választható C1 = 3 és C2 = 1/3.

Bizonýıtás. Minden n ≥ 2 esetén

σ(n) =
∑
d|n

d =
∑
d|n

n

d
= n

∑
d|n

1
d
≤ n

n∑
k=1

1
k

< n(1 + log n) < 3n log n,

ϕ(n)
n

=
∏
p|n

(1− 1
p
) ≥

r∏
k=1

(1− 1
pk

) ≥
r∏

k=1

(1− 1
k + 1

) =
1

r + 1
≥ 1

2r
≥ log 2

2 log n
>

1
3 log n

,

ahol pk a k-adik pŕım, r = ω(n) és használtuk, hogy n ≥ 2r, log n ≥ r log 2. �

A C1 és C2 konstansok jav́ıthatók ha n ≥ 2, illetve ha n ≥ n0. De ennél lényegesebb
kérdés, hogy jav́ıthatók-e az (1)-ben és (2)-ben szereplő n log n és n/ log n függvények.

Igazoljuk, hogy:

2. Tétel. Léteznek olyan C3 és C4 pozit́ıv állandók, hogy minden n ≥ 3-ra

(3) σ(n) < C3n log log n,

(4) ϕ(n) > C4
n

log log n
. �

A (3) és (4) egyenlőtlenségeket egy erősebb eredményből vezetjük le, amelyből az is
következik, hogy a jobb oldalon szereplő függvények tovább nem jav́ıthatók.

Maximális és minimális nagyságrend

Bevezetjük a következő fogalmakat:

Defińıció. Legyen f egy számelméleti függvény, g pedig egy növekvő függvény, ame-
lyre g(n) > 0, ha n ≥ n0. Azt mondjuk, hogy f (egy) maximális (ill. minimális)
nagyságrendje g, ha

lim sup
n→∞

f(n)
g(n)

= 1
(

ill. lim inf
n→∞

f(n)
g(n)

= 1
)

.

Itt az első összefüggés például azt jelenti, hogy
i) minden ε > 0 esetén létezik N(ε) úgy, hogy minden n ≥ N(ε)-ra f(n) < (1 + ε)g(n)

és
ii) minden ε > 0 esetén f(n) > (1− ε)g(n) végtelen sok n-re.
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A g(n) függvény nem egyértelműen meghatározott, szerepelhet benne egy 1-hez tartó
tényező.

A σ(n) függvény minimális nagyságrendje n. Ez azonnali, mert σ(n) ≥ n, n ≥ 1 és
minden p pŕımre

σ(p)
p

= 1 +
1
p
→ 1 (p →∞).

A ϕ(n) függvény maximális nagyságrendje n. Ez is azonnali, mert ϕ(n) ≤ n, n ≥ 1 és
minden p pŕımre

ϕ(p)
p

= 1− 1
p
→ 1 (p →∞).

3. Tétel. (T. H. Grönwall [G], 1913) A σ(n) függvény maximális nagyságrendje
eγn log log n, ahol γ az Euler-állandó. �

4. Tétel. (E. Landau [L], 1903) A ϕ(n) függvény minimális nagyságrendje e−γn/ log log n,
ahol γ az Euler-állandó. �

A 3. és 4. Tételek következnek az alábbi eredményből, amely a [TW] cikkben szereplő
eredmények speciális esete:

5. Tétel. Legyen f ≥ 0 egy multiplikat́ıv számelméleti függvény és legyen

ρ(p) = sup
a≥0

f(pa), ahol p pŕım, R =
∏
p

(
1− 1

p

)
ρ(p).

Ha
1) minden p pŕımre ρ(p) ≤

(
1− 1

p

)−1
és

2) minden p pŕımre létezik olyan ep kitevő, hogy log ep = o(log p) és f(pep) ≥ 1 + 1
p ,

akkor

(5) lim sup
n→∞

f(n)
log log n

= eγR,

azaz f(n) maximális nagyságrendje eγR log log n.

Bizonýıtás. A feltételek miatt 1 + 1
p ≤ ρ(p) ≤

(
1 − 1

p

)−1
, ahonnan 1 − 1

p2 ≤
(
1 −

1
p

)
ρ(p) ≤ 1, ezért az R szorzat (abszolút) konvergens.

A bizonýıtásban nem használjuk a pŕımszámtételt. Elegendő a
∏

p≤x(1 − 1/p)−1 ∼
eγ log x, x → ∞, Mertens-képlet és θ(x) =

∑
p≤x log p Csebisev-függvényre vonatkozó

θ(x) � x összefüggés alkalmazása, amelyek jóval egyszerűbben igazolhatók.
Az n =

∏
pap számot ı́rjuk fel n = n1n2 alakban, ahol n1 =

∏
p|n,p≤log n pap (és n2-be

kerül a többi pŕımhatvány). Akkor f(n1) és f(n2) ı́gy becsülhető:

f(n1) =
∏

p|n,p≤log n

f(pap) ≤
∏

p≤log n

ρ(p) =
∏

p≤log n

(
1− 1

p

)−1 ∏
p≤log n

(
1− 1

p

)
ρ(p),

ahonnan
f(n1) ≤

(
1 + o(1)

)
eγR log log n, n →∞,

használva a fenti Mertens-képletet.
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Megtehető, hogy az n = n1n2 alakban egy h(n) →∞ növekvő függvényt veszünk log n
helyett, majd belátjuk, hogy h(n) = log n a megfelelő választás.

Továbbá,

f(n2) =
∏

p|n,p>log n

f(pap) ≤
∏

p|n,p>log n

ρ(p) =
∏

p|n,p>log n

(
1− 1

p

)
ρ(p)

∏
p|n, p>log n

(
1− 1

p

)−1
≤

≤
(
1 + o(1)

)(
1− 1

log n

)−ω(n2)
=

(
1 + o(1)

)
eO(1/ log log n) = 1 + o(1), n →∞,

ahol ω(n2) az n2 különböző pŕımosztóinak a száma és n ≥ n2 > (log n)ω(n2) alapján ω(n2) ≤
log n/ log log n.

Tehát

(6) f(n) ≤
(
1 + o(1)

)
eγR log log n, n →∞.

Most nézzük a ford́ıtott egyenlőtlenséget, pontosabban azt, hogy a lim sup elérhető. Azt
fogjuk belátni, hogy a lim sup legalább (1 − ε)-szor annyi mint a tételben szereplő. Adott
ε > 0 esetén legyen N olyan nagy, hogy∏

p>N

(1− 1
p2

) ≥ 1− ε,

és p ≤ N esetén válasszuk meg a kp kitevőket úgy, hogy∏
p≤N

f(pkp) ≥ (1− ε)
∏
p≤N

ρ(p)

Ha N és kp fixek, legyen x →∞ és tekintsük:

n(x) =
∏
p≤N

pkp
∏

N<p≤x

pep .

Akkor

f
(
n(x)

)
=

∏
p≤N

f(pkp)
∏

N<p≤x

f(pep) ≥ (1− ε)
∏
p≤N

ρ(p)
∏

N<p≤x

(
1 +

1
p

)
=

= (1− ε)
∏
p≤N

(
1− 1

p

)
ρ(p)

∏
N<p≤x

(
1− 1

p2

) ∏
p≤x

(
1− 1

p

)−1
≥

≥ (1− ε)
∏
p

(
1− 1

p

)
ρ(p)

∏
N<p

(
1− 1

p2

) ∏
p≤x

(
1− 1

p

)−1
≥

≥ (1− ε)2R(1 + o(1))eγ log x,

használva ismét a Mertens-képletet.
Legyen E(x) = maxp≤x ep. Kapjuk, hogy

log n(x) ≤
∑
p≤N

kp log p+
∑

N<p≤x

ep log p ≤ O(1)+E(x)
∑
p≤x

log p = O(1)+E(x)θ(x) � xE(x),
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használva, hogy θ(x) � x. A log ep = o(log p) feltételből log E(x) = o(log x) következik és
kapjuk, hogy

log log n(x) ≤ O(1) + log E(x) + log x ≤ (1 + 2ε) log x,

ha x elég nagy. Következik, hogy

(7) f(n(x)) ≥ (1− ε)3

1 + 2ε
Reγ log log n(x).

A (6) és (7) összefüggések alapján a Tétel bizonýıtott. �
Megjegyzés. A 3. és 4. Tételek a következő alakban is kimondhatók:

max
n≤x

σ(n) ∼ eγx log log x, min
n≤x

ϕ(n) ∼ e−γx/ log log x.

Alkalmazások

1. Ha f(n) = σ(n)/n, akkor teljesülnek az 5. Tétel feltételei, mert

σ(pa)
pa

= 1 +
1
p

+
1
p2

+ · · ·+ 1
pa

<
(
1− 1

p

)−1
= ρ(p)

minden p pŕımre és a ≥ 1-re, innen R = 1, továbbá vehető ep = 1, és kapjuk a (3) képletet.
2. Legyen f(n) = n/ϕ(n), akkor

pa

ϕ(pa)
=

(
1− 1

p

)−1
= ρ(p)

minden p pŕımre és a ≥ 1-re, innen R = 1, vehető itt is ep = 1, és kapjuk, hogy

lim sup
n→∞

n

ϕ(n) log log n
= eγ ,

ami egyenértékű a (4) képlettel.
3. Más alkalmazások is adhatók, pl. legyen f(n) = σ(e)(n)/n, ahol σ(e)(n) az n expo-

nenciális osztóinak az összege, amely multiplikat́ıv függvény és σ(e)(pa) =
∑

d|a pd.
Most ρ(p) = 1 + 1

p , ep = 2 és kapjuk, hogy

(8) lim sup
n→∞

σ(e)(n)
n log log n

=
6
π2

eγ .

További megjegyzések

A fentekhez kapcsolódó eredmények:

6. Tétel. (G. Robin [R], 1984)
Ha a Riemann-sejtés igaz, akkor

(9) σ(n)/n < eγ log log n, n ≥ 5041.

Ha a Riemann-sejtés hamis, akkor

(10) σ(n)/n > eγ log log n, végtelen sok n-re. �
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A σ(n)ϕ(n) ≤ n2 egyenlőtlenség alapján σ(n)/n ≤ n/ϕ(n), n ≥ 1. Az n/ϕ(n) értékeire
vonatkozik a következő

7. Tétel. (J. L. Nicolas [N], 1983)
Legyen pk a k-adik pŕım és nk = p1p2 · · · pk.
Ha a Riemann-sejtés igaz, akkor

(11) nk/ϕ(nk) > eγ log log nk, k ≥ 1.

Ha a Riemann-sejtés hamis, akkor (11) végtelen sok k-ra igaz és végtelen sok k-ra hamis.
�

A τ függvény minimális nagyságrendje g(n) = 2, mert τ(n) ≥ 2 minden n ≥ 2-re és
τ(p) = 2 minden p pŕımre. A τ függvény maximális nagyságrendjére vonatkozik a következő:

8. Tétel. (S. Wigert [W], 1907) A log τ(n) függvény maximális nagyságrendje
log 2 log n
log log n , azaz

(12) lim sup
n→∞

log τ(n) log log n

log n
= log 2. �

Ez azt jelenti, hogy ha n ≥ N(ε), akkor

τ(n) < exp((1 + ε) log 2 log n/ log log n) = 2(1+ε) log n/ log log n = n(1+ε) log 2/ log log n

és végtelen sok n-re

τ(n) > exp((1− ε) log 2 log n/ log log n) = 2(1−ε) log n/ log log n = n(1−ε) log 2/ log log n.

A 8. Tételnek általánośıtása a következő:

9. Tétel. ([SS], 1975) Legyen f egy pozit́ıv függvény, amelyre f(n) = O(nβ), ahol
β > 0 rögźıtett. Legyen F olyan multiplikat́ıv függvény, amelyre F (pa) = f(a) minden pa

(a ≥ 1) pŕımhatványra. Akkor

(13) lim sup
n→∞

log F (n) log log n

log n
= sup

a≥1

log f(a)
a

.
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