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Bevezetés

Ha szamelméleti fliiggvények, pl. multiplikativ vagy additiv fiiggvények nagysagrendjét
vizsgaljuk, akkor elészor dltalaban az adott fiiggvény dtlagos nagysagrendjét nézzilk. Azt
mondjuk, hogy f atlagos nagysagrendje g, ha

Do fm)~ Y g(n),

n<x n<x

azaz f Osszegzési fliggvénye aszimptotikusan egyenl6 g 6sszegzési fliggvényével, ahol g elemi
fiiggvényekkel kifejezhetd és g-nek ismerjiik az aszimptotikus viselkedését.
Tekintsiik pl. az f = o fiiggvényt, ahol o(n) = > din d az m osztdinak Osszege. Akkor

2
Z o(n) ~ Z 5"

n<x n<x

tehdt o(n) dtlagos nagysdgrendje %Qn, azaz ,,atlagosan” n osztéinak széma o(n) ~ 1,644n.

Hasonléan, ha f = ¢ az Euler-fiiggvény: ¢(n) = #{k : 1 < k < n,(k,n) = 1}, akkor
ebben az értelemben ,,atlagosan” ¢(n) ~ %n ~ 0,607n.

Az atlagos nagysdgrend azonban csak eléggé pontatlan informéciét szolgédltat a fiiggvény
viselkedésére vonatkozéan, nem mutatja ki azokat az értékeket, amelyek nem tipikusak és
amelyek ritkdn fordulnak el6.

A 7 osztéfiiggvénynek példaul, ahol 7(n) = Zdlnl az n osztéinak szdma, dtlagos
nagysagrendje log n, ugyanakkor ,,majdnem minden” n-re 7(n) =~ (logn)°8? ~ (logn)%6%3,
ami a log 7(n) normalis nagysigrendjére vonatkozé eredménybdl kovetkezik. A logn atlagos
nagysdgrendet az az aranyaiban kis szdmui n eredményezi, amelyekre 7(n) sokkal nagyobb
mint log n.

Azt mondjuk, hogy f normalis nagysagrendje g, ha limstat,, .o I _ q

g(n)
hatérérték), azaz minden £ > 0 esetén |f(n) — g(n)| < e|g(n)| egy 1 siirtiségli halmazon.

Ha f nem korlatos multiplikativ fliggvény és nem az n hatvanya, akkor f-nek nem létezik
névekvé normdlis nagysagrendje, lasd B. J. BircH [B], 1967.!

(statisztikus

A o és p fliggvények

Nézziik a o és ¢ fiiggvényet. Ezekre o(n) > n+ 1,¢(n) < n — 1 minden n > 2-re és
az egyenl6ségek akkor és csak akkor igazak, ha n prim. Kérdés, hogy o(n) és ¢(n) az n-t6l
fligg6en milyen nagy, illetve milyen kicsi értékeket vehet fel?

lUgyanakkor létezik additiv fiiggvények egy széles osztdlya, amelyeknek van novekvé normalis
nagysagrendje.



1. Tétel. Léteznek olyan C; és Cs pozitiv dllanddk, hogy minden n > 2-re

(1) ’a(n) < Cinlogn,
@) o) > Capo

Valaszthaté C1 = 3 és Co = 1/3.

Bizonyitas. Minden n > 2 esetén

:Zdzzf_nzd < Zl <n(l+logn) < 3nlogn,

dn din din

©(n) 1 1 log 2 1
2 = 1—7 > 1—7 > — >
n H H H k+1 T r+1lT 2 2logn>310gn’

ahol py a k-adik prim, r = w(n) és hasznéltuk, hogy n > 2", logn > rlog2. O

A (1 és C5 konstansok javithaték ha n > 2, illetve ha n > ng. De ennél lényegesebb
kérdés, hogy javithaték-e az (1)-ben és (2)-ben szereplé nlogn és n/logn fiiggvények.
Igazoljuk, hogy:

2. Tétel. Léteznek olyan C3 és Cy pozitiv dllanddk, hogy minden n > 3-ra

(3) ’a(n) < Csnloglogn,
n
(4) o(n) > 6’471Og logn’ O

A (3) és (4) egyenlStlenségeket egy erésebb eredménybdl vezetjik le, amelybdl az is
kovetkezik, hogy a jobb oldalon szerepld fliggvények tovabb nem javithatdk.

Maximalis és minimalis nagysagrend

Bevezetjiik a kovetkezd fogalmakat:

Definicié. Legyen f egy szamelméleti fliggvény, g pedig egy novekvé fliggvény, ame-

lyre g(n) > 0, ha n > ng. Azt mondjuk, hogy f (egy) maximalis (ill. minimalis)
nagysagrendje g, ha

lim sup M =1 < ill.  liminf M = 1) .

n—oo  g(n) n—oo g(n)

Itt az els6 Osszefliggés példaul azt jelenti, hogy

i) minden £ > 0 esetén létezik N(g) gy, hogy minden n > N(e)-ra f(n) < (1 +¢)g(n)
és

ii) minden € > 0 esetén f(n) > (1 —)g(n) végtelen sok n-re.



A g(n) fuggvény nem egyértelmiien meghatarozott, szerepelhet benne egy 1-hez tarté
tényezd.
A o(n) fiiggvény minimélis nagysigrendje n. Ez azonnali, mert o(n) > n,n > 1 és

minden p primre

@:1+1—>1 (p — o0).
p p

A p(n) figgvény maximadlis nagysigrendje n. Ez is azonnali, mert ¢(n) < n,n > 1 és
minden p primre

oW1 o
» =1 . 1 (p ).

3. Tétel. (T. H. GRONWALL [G], 1913) A o(n) fliggvény maximalis nagysigrendje
e"nloglogn, ahol v az Euler-allandé. [J

4. Tétel. (E. LANDAU [L], 1903) A ¢(n) fiiggvény minimalis nagysagrendje e "n/ log logn,
ahol v az Euler-allandé. [

A 3. és 4. Tételek kovetkeznek az aldbbi eredménybél, amely a [TW] cikkben szerepld
eredmények specidlis esete:

5. Tétel. Legyen f > 0 egy multiplikativ szamelméleti fliggvény és legyen

plp) =sup £(3"). abol pprim. R =] (1= )o(o).
p

a>0

Ha
1) minden p primre p(p) < <1 - %) és

2) minden p primre létezik olyan e, kitevd, hogy loge, = o(logp) és f(p) > 1+ %,
akkor

(5) lim sup Jn) =e"R,
n—oo loglogn

azaz f(n) maximadlis nagysiagrendje e” R log logn.

-1
Bizonyitas. A feltételek miatt 1 —&—% < p(p) < (1 - %) , ahonnan 1 — I% < (1 —

%)p(p) < 1, ezért az R szorzat (abszolit) konvergens.

A bizonyitdsban nem haszndljuk a primszdmtételt. Elegendé a [[,.,(1 — 1/p)~t ~
evlogz, * — oo, Mertens-képlet és O(z) = Zpgx logp Csebisev-fliggvényre vonatkozo
0(x) < x Osszefiiggés alkalmazdsa, amelyek joval egyszertibben igazolhatdk.

Az n =[] p* szamot irjuk fel n = nyny alakban, ahol n; = []
keriil a tobbi primhatvany). Akkor f(ni) és f(ng) igy becsiilhetd:

foy= II rem< IT s= 1 (1-1)" II (1-1)ew).

p|n,p<logn p<logn p<logn p

@ 4
pln.p<lognP* (és ma-be

ahonnan
f(ny) < (1 + 0(1))67Rloglogn, n — oo,

hasznélva a fenti Mertens-képletet.



Megtehetd, hogy az n = ning alakban egy h(n) — oo névekvé fiiggvényt vesziink logn
helyett, majd belatjuk, hogy h(n) = logn a megfelel6 vilasztas.
Tovabba,

o= I s T1 o= 1 (-2 II (-2
pln,p>logn p|n,p>logn p|n,p>logn pln, p>logn

1
logn

< (1+0(1)) (1 — >_w(n2) = (14 o0(1))eC0/T8loem) — 1 4 5(1), n— oo,

ahol w(ny) az ny kiilénboz6 primosztéinak a szama és n > ng > (logn)“(2) alapjan w(ng) <
logn/loglogn.
Tehat

(6) f(n) < (1+o0(1))e”Rloglogn, n — oo.

Most nézziik a forditott egyenlGtlenséget, pontosabban azt, hogy a lim sup elérhetd. Azt
fogjuk beldtni, hogy a limsup legaldbb (1 — €)-szor annyi mint a tételben szerepld. Adott
€ > 0 esetén legyen N olyan nagy, hogy

1
[Ta-5)=1-¢
p>N p

és p < N esetén vélasszuk meg a k, kitevOket gy, hogy

1 5@ > -9 ] ov)

p<N p<N

Ha N és k), fixek, legyen x — oo és tekintsiik:

n(@)=[[»* [ »~

p<N N<p<z

Akkor
fin@) = [ r&*) T o) =0-9 [[ e ]I (1 + ]19) -
p<N N<p<z p<N N<p<z
=(01- E)pgv (1 - ;)p(p) AL (1 - p12) g (1 = ;)1 >
> (1—6)1_[(1—;)/)(1)) 11 (1—;2) 11 (1—;)1 >
P N<p p<w

> (1—¢)%R(1 +o(1))e" log z,

haszndlva ismét a Mertens-képletet.
Legyen E(z) = max,<, €p. Kapjuk, hogy

logn(z) < Z ky, log p+ Z eplogp < O(1)+E(x) Zlogp =O0(1)+E(z)0(z) < zE(x),
p<N N<p<z p<ax



hasznélva, hogy 6(x) < z. A loge, = o(logp) feltételbdl log E(x) = o(log z) kovetkezik és
kapjuk, hogy
loglogn(z) < O(1) +log E(z) + logx < (1 + 2¢) log x,

ha = elég nagy. Kovetkezik, hogy

Y
(7) F(n(z)) > (imi Re log log n(x).

A (6) és (7) Osszefliggések alapjan a Tétel bizonyitott. [
Megjegyzés. A 3. és 4. Tételek a kovetkezd alakban is kimondhatok:

maxo(n) ~ e’xloglogz, min p(n) ~ e Tz /loglog x.
n<lx n<lx
Alkalmazasok

1. Ha f(n) = o(n)/n, akkor teljesiilnek az 5. Tétel feltételei, mert

a(p) 1 1 1 (1 B }) -1 o)

=l4+-+5++—<
p P p p

minden p primre és a > 1-re, innen R = 1, tovabba vehetd e, = 1, és kapjuk a (3) képletet.
2. Legyen f(n) =n/p(n), akkor

minden p primre és a > 1-re, innen R = 1, vehetd itt is e, = 1, és kapjuk, hogy

n 2

lim sup ,

n—oo @(n)loglogn -
ami egyenértékii a (4) képlettel.
3. Més alkalmazasok is adhatck, pl. legyen f(n) = o(®)(n)/n, ahol o(®)(n) az n expo-
nencialis osztéinak az osszege, amely multiplikativ fiiggvény és o(®)(p®) = 3 dla p?.
Most p(p) =1+ ]%, ep = 2 és kapjuk, hogy
a(®)(n) 6

8 I T _ 2 e,
(8) lﬁsogp nloglogn n2¢

Tovabbi megjegyzések
A fentekhez kapcsolédé eredmények:

6. Tétel. (G. RoBIN [R], 1984)
Ha a Riemann-sejtés igaz, akkor

9) ’J(n)/n < e’loglogn, mn > 5041. ‘

Ha a Riemann-sejtés hamis, akkor

(10) ’a(n)/n > eV loglogn,  végtelen sok n-re. ‘ O

5



A o(n)p(n) < n? egyenlStlenség alapjan o(n)/n < n/o(n),n > 1. Az n/p(n) értékeire
vonatkozik a kovetkezd

7. Tétel. (J. L. NicoLAs [N], 1983)

Legyen p; a k-adik prim és ny = pips - - - pg.

Ha a Riemann-sejtés igaz, akkor

(11) ’nk/go(nk) > e7loglogng, k> 1. ‘

Ha a Riemann-sejtés hamis, akkor (11) végtelen sok k-ra igaz és végtelen sok k-ra hamis.
O

A 7 figgvény minimdlis nagysagrendje g(n) = 2, mert 7(n) > 2 minden n > 2-re és
7(p) = 2 minden p primre. A 7 fiiggvény maximalis nagysagrendjére vonatkozik a kovetkezo:
8. Tétel. (S. WIGERT [W], 1907) A log7(n) fiiggvény maximalis nagysdgrendje

log2logn
loglogn ?

azaz

log 7(n)loglogn

(12) lim sup

= log 2. O
n—00 logn

Ez azt jelenti, hogy ha n > N(e), akkor
7(n) < exp((1+¢)log2logn/loglogn) = o(1+e)logn/loglogn _ 1, (1+€)log2/loglogn
és végtelen sok n-re
7(n) > exp((1 —¢)log2logn/loglogn) = o(1—¢)logn/loglogn _ ,(1~¢)log2/loglogn,

A 8. Tételnek dltaldnositdsa a kovetkezo:

9. Tétel. ([SS], 1975) Legyen f egy pozitiv fiiggvény, amelyre f(n) = O(n?), ahol
B > 0 rogzitett. Legyen F' olyan multiplikativ fliggvény, amelyre F(p®) = f(a) minden p®
(a > 1) primhatvanyra. Akkor

(13) limn sup log F'(n)loglogn — sup log f(a) .
n—oo log n a>1 a
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