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Az integrálszámı́tás és alkalmazásainak tańıtása illetve tanulása során gyakran háttérbe
kerül az a tény, hogy a határozott integrál seǵıtségével könnyen megbecsülhetünk olyan
összegeket, melyeket nem tudunk pontosan meghatározni. Ezek a becslések nagyon fontosak
a matematika és az alkalmazott matematika különböző területein.

Ebben a dolgozatban olyan eredményeket mutatok be, melyek könnyen levezethetők
integrálszámı́tási meggondolásokkal. Nem célom a (leg)pontosabb becslések tárgyalása,
ezekre csak rövid utalásokat teszek. Az érdeklődő Olvasó figyelmébe ajánlom a dolgozat
végén kitűzött feladatokat, melyek megoldhatók az itt szereplő ötletekkel és eredményekkel,
valamint az Irodalomjegyzékben felsorolt könyveket, illetve folyóiratcikkeket. Külön kiemel-
ném a ”Konkrét matematika” ćımű, nemrég megjelent [5] könyvet.

Tekintsük az

Sn =
n∑

k=1

f(k)

összeget, ahol f : [1,∞) → R egy függvény és n ≥ 1 egy egész szám.
Ha például f(x) =

√
x vagy f(x) = 1

x , akkor a megfelelő Sn összegeket nem tudjuk
pontosan meghatározni (ún. zárt alakra hozni), lásd [9], ugyanakkor könnyen kiszámı́thatók
az

∫ n

1

√
xdx és

∫ n

1
dx
x integrálok. Ezekkel pedig jó becslések adhatók az Sn összegekre.

Tegyük fel, hogy f növekvő függvény és f(x) ≥ 0 minden x ≥ 1-re. Akkor f(1) +
f(2) + ... + f(n− 1) az f grafikonja alatti téglalapok területösszege (1. ábra), ami kisebb
vagy egyenlő, mint a szubgrafikon területe, azaz

∫ n

1
f(x)dx .

Ugyanakkor f(2) + f(3) + ... + f(n) az f grafikonjára éṕıtett téglalapok területösszege
(2. ábra), ami nagyobb vagy egyenlő, mint az

∫ n

1
f(x)dx -szel adott terület.

Így a következő becsléseket kapjuk:

(1) f(1) +
∫ n

1

f(x)dx ≤
n∑

k=1

f(k) ≤ f(n) +
∫ n

1

f(x)dx,

ahonnan

(2)
n∑

k=1

f(k) =
∫ n

1

f(x)dx + Rn(f), f(1) ≤ Rn(f) ≤ f(n).
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Az előbbi, a szemléleten alapuló gondolatmenet a következő analitikus formába önthető:
Mivel f növekvő függvény, minden k ≤ x ≤ k +1 esetén f(k) ≤ f(x) ≤ f(k +1), ahonnan

f(k) ≤
∫ k+1

k

f(x)dx ≤ f(k + 1),

és ı́gy ∫ n

1

f(x)dx =
n−1∑

k=1

∫ k+1

k

f(x)dx

{
≥ ∑n−1

k=1 f(k),

≤ ∑n−1
k=1 f(k + 1),

s innen az (1) egyenlőtlenségeket és a (2) becslést kapjuk.
Itt nem használtuk, hogy f(x) ≥ 0, ha x ≥ 1, és kimondható a következő eredmény:

1. Tétel. Ha f : [1,∞) → R egy növekvő függvény, akkor minden n ≥ 1 egész számra

n∑

k=1

f(k) =
∫ n

1

f(x)dx + Rn(f), f(1) ≤ Rn(f) ≤ f(n).

Alkalmazzuk ezt az f(x) = xs , ahol s ≥ 0, és az f(x) = ln x növekvő függvényekre:

2. Tétel. Minden s ≥ 0 valós szám és n ≥ 1 egész szám esetén,

(3)
n∑

k=1

ks =
ns+1

s + 1
− 1

s + 1
+ Rn(s), 1 ≤ Rn(s) ≤ ns,

(4)
n∑

k=1

ln k = ln n! = n ln n− n + 1 + Rn(ln), 0 ≤ Rn(ln) ≤ ln n.

(3)-at feĺırva a bevezetőben emĺıtett s = 1
2 esetben kapjuk, hogy

n∑

k=1

√
k =

2
3
n
√

n− 2
3

+ Rn(
1
2
), 1 ≤ Rn(

1
2
) ≤ √

n,

ahonnan azonnal következik, hogy

lim
n→∞

1
n
√

n

n∑

k=1

√
k =

2
3
.

A (4) becslés az ún. elemi Stirling képlet, mely jól használható az n! -ra vonatkozó
problémákban. Megjegyzem, hogy érvényes az alábbi pontosabb becslés is, az ún. Stirling-
képlet, melynek bizonýıtása jóval több munkát igényel, lásd pl. [2], 480. old., [3], 37. old.;
[7], I. kötet, 408. old.:

ln n! =
(

n +
1
2

)
ln n− n + ln

√
2π + Mn, 0 < Mn <

1
12n

.

Nézzük most azt az esetet, mikor f csökkenő függvény. Hogyan módosul ekkor az 1.
Tételben adott becslés ? Megismételve csökkenő függvény esetén a bevezetőben léırtakat
kapjuk, hogy
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3. Tétel. Ha f : [1,∞) → R egy csökkenő függvény, akkor minden n ≥ 1 egész számra

n∑

k=1

f(k) =
∫ n

1

f(x)dx + Tn(f), f(n) ≤ Tn(f) ≤ f(1).

Más bizonýıtás. Ha f : [1,∞) → R csökkenő, akkor −f növekvő függvény és erre alkal-
mazva az 1. Tételt:

n∑

k=1

(−f(k)) =
∫ n

1

(−f(x))dx + Rn(−f), −f(1) ≤ Rn(−f) ≤ −f(n),

ahonnan
n∑

k=1

f(k) =
∫ n

1

f(x)dx−Rn(−f), f(1) ≥ −Rn(−f) ≥ f(n).

Legyen most −Rn(−f) = Tn(f) és készen is vagyunk.

Pontosabb eredményt kapunk a következő Tételből.

4. Tétel. Ha f : [1,∞) → [0,∞) egy csökkenő függvény, akkor létezik a

lim
n→∞

(
n∑

k=1

f(k)−
∫ n

1

f(x)dx

)
= Lf

határérték és 0 ≤ Lf ≤ f(1) .
Ha a limx→∞ f(x) = 0 feltétel is teljesül, akkor minden n ≥ 1 egész számra

n∑

k=1

f(k) =
∫ n

1

f(x)dx + Lf + Vn(f), 0 ≤ Vn(f) ≤ f(n).

Bizonýıtás. Most f csökkenő függvény, ezért minden k ≤ x ≤ k + 1 esetén f(k + 1) ≤
f(x) ≤ f(k), ahonnan

f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(x)dx ≤ f(k).

Tekintsük az (an)n≥1 ,

an =
n∑

k=1

f(k)−
∫ n

1

f(x)dx, n ≥ 1

sorozatot. Minden n ≥ 1-re,

an+1 − an = f(n + 1)−
∫ n+1

n

f(x)dx ≤ 0,

tehát (an)n≥1 csökkenő sorozat és

an =
n−1∑

k=1

(
f(k)−

∫ k+1

k

f(x)dx

)
+ f(n) ≥ f(n) ≥ 0,
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mivel f nemnegat́ıv, tehát 0 ≤ an ≤ a1 = f(1), azaz (an)n≥1 korlátos sorozat és ı́gy létezik
a limn→∞ an = Lf hatérérték.

Tegyük fel, hogy limx→∞ f(x) = 0. Akkor

an − Lf =
n∑

k=1

f(k)−
∫ n

1

f(x)dx− lim
p→∞

(
p∑

k=1

f(k)−
∫ p

1

f(x)dx

)

= − lim
p→∞

(
p∑

k=n+1

f(k)−
∫ p

n

f(x)dx

)

= lim
p→∞

p∑

k=n+1

(∫ k

k−1

f(x)dx− f(k)

)

ahonnan

0 ≤ an − Lf ≤ lim
p→∞

p∑

k=n+1

(f(k − 1)− f(k)) = lim
p→∞

(f(n)− f(p)) = f(n),

amit bizonýıtani akartunk.

5. Tétel. Minden n ≥ 1 egész számra

(5)
n∑

k=1

1
k

= log n + C + Vn, 0 ≤ Vn ≤
1
n

,

ahol

C = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1
k
− ln n

)
≈ 0, 577215

az Euler - állandó.
Ha s > 0, s 6= 1 valós szám, akkor minden n ≥ 1-re

(6)
n∑

k=1

1
ks

=
n1−s

1− s
+ ζ(s) + Wn(s), 0 ≤ Wn(s) ≤ 1

ns
,

ahol

ζ(s) = lim
n→∞

n∑

k=1

1
ks

=
∞∑

k=1

1
ks

, s > 1, ζ(s) = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1
ks
− n1−s

1− s

)
, 0 < s < 1,

a Riemann-féle dzétafüggvény.
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Bizonýıtás. Alkalmazzuk a 4. Tételt az f(x) = 1
x , majd az f(x) = 1

xs , s > 0, s 6= 1
csökkenő függvényekre.

Igazolható, hogy (5)-ben 1
2n+1 < Vn < 1

2n minden n ≥ 1-re, lásd [11], [1].
Ha például s = 2, akkor (6) alapján ı́rható, hogy

n∑

k=1

1
k2

= ζ(2)− 1
n

+ Wn(2), 0 ≤ Wn(2) ≤ 1
n2

,

Ha s > 1, akkor ugyancsak (6)-ból kapjuk, hogy

ns−1

(
ζ(s)−

n∑

k=1

1
ks

)
=

1
s− 1

− ns−1Wn(s),

és határértékre térve:

lim
n→∞

ns−1

(
ζ(s)−

n∑

k=1

1
ks

)
=

1
s− 1

.

A következő eredmény a (6) becslést jav́ıtja s > 1 esetén, lásd [4], 262. old.

6. Tétel. Ha s > 1 valós szám és n ≥ 1 egész szám, akkor

(7)
1

(s− 1)(n + 1)s−1
< ζ(s)−

n∑

k=1

1
ks

<
1

(s− 1)ns−1
,

azaz s > 1 és n ≥ 1 esetén a (6)-ban szereplő Wn(s) maradéktagra

0 < Wn(s) <
1

s− 1

(
1

ns−1
− 1

(n + 1)s−1

)
.

Bizonýıtás. Az s > 1 feltételt használva,
∫ ∞

n

dx

xs
= lim

t→∞

∫ t

n

dx

xs
=

1
(s− 1)ns−1

,

∫ ∞

n+1

dx

xs
= lim

t→∞

∫ t

n+1

dx

xs
=

1
(s− 1)(n + 1)s−1

.

Így, mivel f(x) = 1
xs szigorúan csökkenő függvény,

ζ(s)−
n∑

k=1

1
ks
− 1

(s− 1)(n + 1)s−1
=

∞∑

k=n+1

1
ks
−

∫ ∞

n+1

dx

xs
=

=
∞∑

k=n+1

(
1
ks
−

∫ k+1

k

dx

xs

)
> 0,

és hasonlóan,

ζ(s)−
n∑

k=1

1
ks
− 1

(s− 1)ns−1
=

∞∑

k=n+1

1
ks
−

∫ ∞

n

dx

xs
=
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=
∞∑

k=n

1
(k + 1)s

−
∫ ∞

n

dx

xs
=

∞∑

k=n

(
1

(k + 1)s
−

∫ k+1

k

dx

xs

)
< 0.

A (7) egyenlőtlenségek alkalmasak a ζ(s) közeĺıtő értékeinek meghatározására.

Feladatok

1. Adjunk becsléseket a következő összegekre:

n∑

k=1

ln k

k
,

n∑

k=3

ln ln k,

n∑

k=2

1
k ln k

.

2. Adjunk becslést a következő összegre:

n∑

k=1

(ln k)s

k
,

ahol s ≥ 0 valós szám.
3. Becsüljük meg az 11 · 22 · 33 · · ·nn szorzatot, ahol n ≥ 1 egész szám.
4. Hogyan becsülhető nemnegat́ıv konvex (konkáv) függvények esetén a szubgrafikon

területe?
5. Mutassuk meg, hogy

lim
s→∞

ζ(s) = 1, lim
s→1
s>1

ζ(s) = ∞, lim
s→1
s>1

(s− 1)ζ(s) = 1.

6. Számı́tsuk ki C , ζ(2), ζ(3) közeĺıtő értékeit 2 (vagy több) tizedesjegynyi pontossággal.
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n − ln n” t́ıpusú sorozatok konvergenciájának
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[8] L. Tóth, An elementary derivation of Stirling’s asymptotic series, Studia Univ.
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