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Az integralszamitas és alkalmazdasainak tanitasa illetve tanulasa sordn gyakran hattérbe
keriil az a tény, hogy a hatarozott integral segitségével konnyen megbecsiilhetiink olyan
osszegeket, melyeket nem tudunk pontosan meghatarozni. Ezek a becslések nagyon fontosak
a matematika és az alkalmazott matematika kiillonb6zo teriiletein.

Ebben a dolgozatban olyan eredményeket mutatok be, melyek konnyen levezethetok
integralszamitdsi meggondoldsokkal. Nem célom a (leg)pontosabb becslések targyalasa,
ezekre csak rovid utaldsokat teszek. Az érdeklédo Olvaso figyelmébe ajanlom a dolgozat
végén kitlizott feladatokat, melyek megoldhatdk az itt szereplo otletekkel és eredményekkel,
valamint az Irodalomjegyzékben felsorolt konyveket, illetve folydiratcikkeket. Kiilon kiemel-
ném a ”Konkrét matematika” cimi, nemrég megjelent [5] konyvet.

Tekintsiik az

S, =Y _ f(k)
k=1

osszeget, ahol f:[1,00) — R egy fiiggvény és n > 1 egy egész szam.

Ha példéul f(z) = /x vagy f(z) = %, akkor a megfelel§ S, Osszegeket nem tudjuk
pontosan meghatarozni (in. zart alakra hozni), ldsd [9], ugyanakkor kénnyen kiszamithatdk
az [|" Vxdr és [/ % integralok. Ezekkel pedig j6 becslések adhatok az S, Gsszegekre.

Tegyiik fel, hogy f novekvo figgvény és f(z) > 0 minden x > 1-re. Akkor f(1)+
f(2)+ ...+ f(n—1) az f grafikonja alatti téglalapok teriiletdsszege (1. dbra), ami kisebb
vagy egyenld, mint a szubgrafikon teriilete, azaz fln f(x)dz.

Ugyanakkor f(2)+ f(3)+ ...+ f(n) az f grafikonjdra épitett téglalapok teriiletosszege
(2. dbra), ami nagyobb vagy egyenld, mint az fln f(x)dx-szel adott teriilet.

fgy a kovetkez6 becsléseket kapjuk:

1) s+ [ e <3050 < s+ [ slads
1 k=1

ahonnan

n

@) oo = [ Cf@de R, ) <R,(f) < fln).

k=1



Az el6bbi, a szemléleten alapulé gondolatmenet a kovetkez6 analitikus forméba ontheto:
Mivel f novekvé fiiggvény, minden k < x < k+1 esetén f(k) < f(x) < f(k+1), ahonnan

k+1
f(k) < /k Fa)dz < Flk+1),

k1 > Sl f(R),
/ I /k Fleydr { < S (k4 1),

s innen az (1) egyenlotlensegeket és a (2) becslést kapjuk.

és igy

Itt nem hasznaltuk, hogy f(z) >0, ha x > 1, és kimondhat6 a kdvetkez6 eredmény:

1. Tétel. Ha f:[1,00) — R egy ndvekvd figgvény, akkor minden n > 1 egész szamra
S i) = [ fade+ R SR < S0
k=1 1

Alkalmazzuk ezt az f(x) = x%, ahol s > 0, és az f(x) = Inx névekvs fiiggvényekre:

2. Tétel. Minden s > 0 wvalds szam és n > 1 egész szam esetén,

~ nstl 1
k® = - 1< <n®
) I e Ee R IR e O R
(4) Zlnk:zlnn!:nlnn—n—f—l—f—Rn(ln), 0<R,(In) <Inn.

k=1

(3)-at felirva a bevezetSben emlitett s = 1 esetben kapjuk, hogy

Zf Wi— SRS, TS R(5) S VA,

ahonnan azonnal kovetkezik, hogy

i Z\f -

A (4) becslés az tn. elemi Stirling képlet, mely j6l hasznilhaté az n! -ra vonatkozd
problémakban. Megjegyzem, hogy érvényes az aldbbi pontosabb becslés is, az Gn. Stirling-
képlet, melynek bizonyitdsa jéval tobb munkét igényel, lasd pl. [2], 480. old., [3], 37. old.;
[7], L. kotet, 408. old.:

1 1
lnn!:(n+§)1nn—n+lnv2ﬁ+Mn, 0< M, <—12
n

Nézziik most azt az esetet, mikor f csokkend fiiggvény. Hogyan moédosul ekkor az 1.
Tételben adott becslés 7 Megismételve csokkené fiiggvény esetén a bevezetoben leirtakat
kapjuk, hogy



3. Tétel. Ha f:[1,00) — R egy csokkend figgvény, akkor minden n > 1 egész szamra

St = [ @t T, S ST < ).

k=1

Mas bizonyitas. Ha f:[1,00) — R csokkend, akkor —f novekvo fiiggvény és erre alkal-

mazva az 1. Tételt:

ahonnan

/f Vir —R,(—f),  f(1) >R (~f) > f(n).

Legyen most —Rn(— =T (f) és készen is vagyunk.
Pontosabb eredményt kapunk a kovetkezd Tételbol.

4. Tétel. Ha f:[l,00) — [0,00) egy csikkend fliggvény, akkor létezik a

lim . f(k) — nf(x)dx) =L
pin (S0 :

hatdrérték és 0 < Lf < f(1).
Ha a lim,_ __ f(x) =0 feltétel is teljesil, akkor minden n > 1 egész szdmra

S = [ et LAV, 0V, < S

k=1

Bizonyitds. Most f csokkend fliggvény, ezért minden k < x < k+ 1 esetén f(k+1) <
f(z) < f(k), ahonnan

k+1
Flh+1) < /k f(@)de < f(k).

Tekintsiik az (a,,) n>1

sorozatot. Minden n > 1-re,

n+1
an+1—an:f(n+1)—/ f(x)dx <0,

tehat (a,,),, csokkend sorozat és

n—l k+1
=y (f(k) —/k f(w)dx> + f(n) > f(n) >0
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mivel f nemnegativ tehdt 0 < a, <a, = f(1), azaz (a, ), ~; korldtos sorozat és igy létezik
a lim = L, hatérértek.

Tegytik fel hogy lim f(x) =0. Akkor

T— 00

a, —Lf_Zf /f x—plggo<2p:f /ff )m)

k=1

k=n-+1
ahonnan
0<a,—Lp<lim > (f(k=1) = f(k) = lim (f(n) = f(p)) = f(n),
k=n-+1

amit bizonyitani akartunk.

5. Tétel. Minden n > 1 egész szamra

<

S|

n Y

1
(5) Zgzlogn+C+Vn, o<V
=1

ahol

el

C = lim < — 1nn> ~ 0,577215
az Euler - dllando.

Ha s > 0,s # 1 valos szam, akkor minden n > 1-re

n nl s
() Y= )W), 0SW(9) < o
k=

k=1 k=1

a Riemann-féle dzétafiiggvény.



Bizonyitds. Alkalmazzuk a 4. Tételt az f(z) = 1, majd az f(z) = L, s > 0,s # 1

s )

csokkené fiiggvényekre.

Igazolhaté, hogy (5)-ben - +1 <V, < 3~ minden n > 1-re, lasd [11], [1].

Ha példaul s = 2, akkor (6) alapjan irhatd, hogy

1
9

Y h=@-tiwe 0w

n n

Ha s > 1, akkor ugyancsak (6)-bdl kapjuk, hogy

. (<<s> -y ,}) = (),
k=1

és hatarértékre térve:

"1 1
lim n**! -> == :
nLH;on (C(S) ; k58> S — 1

A kovetkezd eredmény a (6) becslést javitja s > 1 esetén, lasd [4], 262. old.

6. Tétel. Ha s > 1 wvalos szam és n > 1 egész szam, akkor

n

1 1 1
™ EDCES R S ey

k=1

azaz s > 1 és n > 1 esetén a (6)-ban szerepld W, (s) maradéktagra

1 1 1
o<W, - .
<Wals) < s—1 (ns—l (n+ 1)8—1)

Bizonyitds. Az s > 1 feltételt hasznélva,

> dx , b dx 1
pre i (el PR By
n X t—oo J, T (s—1)n

/°° dx _ todr 1
— = lim — = —
ni1 TS tooo Jo g xs (s—1)(n+1)*

Igy, mivel f(z) = L szigordan csokkend fiiggvény,

1 < dx
Cls) = E_(s—1)(n+1 Z __/ -

k=1 +1 xs

és hasonldan,
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A (7) egyenlétlenségek alkalmasak a ((s) kozelité értékeinek meghatarozéasara.
FELADATOK
1. Adjunk becsléseket a kovetkezd Osszegekre:

" Ink . "1
D DI LD Bt
k=1 k=3 k=2

2. Adjunk becslést a kovetkezd Osszegre:

" (Ink)s
Z(k)’

k=1

ahol s > 0 valés szam.

3. Becsiiljiik meg az 11 -22.33...n™" szorzatot, ahol n > 1 egész szdm.

4. Hogyan becsiilhet6 nemnegativ konvex (konkav) fiiggvények esetén a szubgrafikon
teriilete?

5. Mutassuk meg, hogy

Sli)rgo ¢(s) =1, li_)rri ¢(s) = o0, li_)rr%(s — 1)((s) = 1.

s>1 s>1

6. Szamitsuk ki C', ((2), ((3) kozelit6 értékeit 2 (vagy tobb) tizedesjegynyi pontossdggal.
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