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1. Mersenne-szamok

Tekintsiik a 2™ — 1 szamokat, ahol n > 1. Melyek ezek koziil a primek ?
Az 1 < n < 8 szdmokra:

n=1 2! —1=1nem prim,

n=222-1=3 prim,

n=3 23—1=7prim,

n=4: 2*—1=15nem prim,

n=>5 2°—1=31 prim,

n==6: 2%_—-1=63nem prim,

n="7 27 —1=127 prim,

n=8 28 -1=255=3-5-17 nem prim.

Ha n Gsszetett, akkor 2™ — 1 is Osszetett, mert igaz a kovetkez6

1.1. Allitds. Han >16s 2" — 1 primszam, akkor n primszam.
Bizonyitas. Ha n nem prim, akkor n felirhaté n = ab alakban, ahol a,b > 1. Igy 2" — 1 =

(2%)? — 1 oszthat6 (2% — 1)-gyel, és a,b > 1 miatt 2% — 1 # 1, %a:} # 1, ami ellentmondés. [

Ugyanakkor

n=11 21 —1=2047 = 23 - 89 nem prim,
tehat a fenti allitas megforditiasa nem igaz.

Mersenne-szamoknak nevezzitk az M, = 2P — 1 alakd szdmokat, ahol p prim, az ilyen alakid
primszamok pedig a Mersenne-primek.

MARIN MERSENNE (1588-1648) francia matematikus, minorita szerzetes volt, aki 1644-ben megadta
az M, primek list4jit, ahol p < 257. Szerinte p = 2,3,5,7, 13,17,19,31, 67,127,257 esetén kapunk
M, primeket. De ez p = 67,257 esetén nem igaz (!). Mésrészt kimaradtak a p = 61,89, 107 primek,
amelyekre M,, primszam.

MARIN MERSENNE

Az My = 3, M3 =7, M5 = 31, M7 = 127 primeket mar az 6korban ismerték, az Mz, M7, Myg
primeket pedig P. A. CATALDI fedezte fel 1588-ban. LEONHARD EULER (1707-1783) nevéhez flizédik
a kovetkez6 Mersenne-prim, az M3, felfedezése 1750-ben, ez volt t&bb mint 100 éven at a legnagyobb
ismert primszam.



1876-ban E. Lucas (1842-1891) francia matematikus megéllapitotta, hogy
Mio7 = 170141183 460469 231 731 687 303 715 884 105 727

primszam, ennek 39 szamjegye van.

A tovabbi M, primek, p < 3000, felfedezéi (az elsé zardjelben M, szdmjegyeinek szdma):
p =61, (19), PERVUSIN (1883),

p =89, (27), FAUQUEMBERGUE és POWERS (1911),

p =107, (33), FAUQUEMBERGUE és POWERs (1914),

p =521, (157), LEHMER és ROBINSON (1952),

p =607, (183), LEHMER és ROBINSON (1952),

p = 1279, (386), LEEMER és ROBINSON (1952),

p = 2203, (664), LEHMER és ROBINSON (1952),

p = 2281, (687), LEHMER és ROBINSON (1952).

Kezdetben papirral és ceruzaval végezték a szamitasokat, kés6bb mechanikus szamolé-
gépekkel, majd elektromos szamologépekkel. Az egyre modernebb és nagyobb kapacitasi elektron-
ikus szamitogépek haszndlata lehetové tette a kutatdsi hatar kitolasat.

Jelenleg 42 Mersenne-prim ismert. A 40-edik ilyen primet MICHAEL SHAFER fedezte fel 2003.
november 17-én, ez a 220996011 _ 1 sz4m, amelynek 6 320430 szamjegye van. A 41-edik Mersenne-
prim felfedezését JosH FINDLEY jelentette be 2004. méajus 15-én, ez a 224036583 _ 1 g74m, amelynek
tobb mint 1 milliéval tobb szamjegye van mint a 40-edik Mersenne-primnek.

A 42-edik, a jelenlegi legnagyobb Mersenne-prim a

925964951 _ 1
a bejelentés datuma 2005. februar 18, a felfedezé MARTIN NOWAK, Németorszag. Ennek 7816 230
szamjegye van ! Ez utébbi egyben a ma ismert legnagyobb primszam. Mindhdrom felfedezés
nemzetkozi csapatmunka soran sziiletett, az 1996-ban létrehozott GIMPS (Great Internet Mersenne
Prime Search) nevii projekt segitségével. A 42-edik Mersenne-primhez t6bb mint 50 nap szémités
volt sziikséges Nowak 2.4 GHz Pentium 4 gépén. Az ellenérzést 5 nap alatt végezte el Tony Reix
(Grenoble, Franciaorszdg) egy 16 Itanium CPU Bull NovaScale 5000 HPC gép segitségével. Egy
Ujabb ellenérzést végzett Jeff Gilchrist (Elytra Enterprises Inc., Ottawa, Kanada), 15 nap alatt egy
Compaq Alpha GS160 1.2 GHz CPU gépen.

Egy tovabbi GIMPS eredmény: 2004. szeptember 13-an jelentette be DAVID SyMcCOX, hogy
My71-nek megtalalta egy 53 jegyl osztdjat, ez volt a legkisebb Gsszetett Mersenne-szam, amelynek
nem volt ismert egy faktora sem.

A legtijabb eredményekre vonatkozé tovabbi informécidk olvashatok példaul a kovetkezé helyeken:

(1) FREUD R., Szdzezer dollaros primek, KoMaL, 2004/2. szdm, 72-77, lasd
http://www.komal.hu/cikkek/2004-02/freud.h.shtml

(2) a GIMPS lapja: http://www.mersenne.org

(3) http://primes.utm.edu/mersenne

Mindmaig nem tudjuk, hogy altalaban mely M, szamok a primek és nem tudjuk, hogy van-e
végtelen sok Mersenne-féle primszam.
Heurisztikusan levezethetd, hogy az M, < x primszamok szdma aszimptotikusan

log2 e loglog z,
ahol C' az Euler-allandd, de erre nincs pontos matematikai bizonyités.

A Mersenne-primek kapcsolédnak a tokéletes szamokhoz, maga Mersenne is a tokéletes szamok
kapcséan vizsgdlta ezeket a primeket. Ez a fogalom PITHAGORASZtG! és tanitvényaitdl szdrmazik (K.
e. 550 kortil), akik tokéletesnek neveztek egy n szdmot, ha az ”a részeib6l eléall”, tehdt ha n egyenld
az onmagénal kisebb osztéinak 6sszegével, azaz, ha o(n) = 2n a mai jeloléssel.
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A legkisebb tokéletes szdmok az n = 6,28,496, 8128, ezeket mar EUKLIDESZ (K. e. III. szdzad)
is ismerte, 6 igazolta "Elemek” cimfi, hires miivében a kovetkezot:
1.2. Allitds. Ha 2% — 1 primszam, akkor n = 28=1(2F — 1) tokéletes szdm.

b

EUKLIDESZ

Eulertél szarmazik a tétel megforditdsa, aki mintegy 2000 évvel kés6bb igazolta:

1.3. Allités. Ha n péros tokéletes szam, akkor n = 2k=1(2F — 1) alaki, ahol 2% — 1 primszam.

Bizonyitas. Legyen n = 2%n, ahol a > 1 és m paratlan. Igy o(n) = 0(2°m) = o(2%)o(m) =
(291 — 1)o(m) és innen o(n) = 2n alapjan (2t — 1)o(m) = 2°Tim. Kovetkezik, hogy 2971 —
129%m, s mivel (2271 — 1,29%1) = 1 kapjuk, hogy 2¢*! — 1|m, azaz m = (2¢*! — 1)my, amit
visszahelyettesitve: (2911 — 1)o(m) = (27! — 1)2¢F my, ahonnan o(m) = 2%timy. Az my és m
oszt6i m-nek, my < m és my +m = my + (2471 — 1)my = 29T tmy = o(m). gy m-nek mi-en és
m-en kiviil nincs més osztdja, s kapjuk, hogy m; = 1 és m = 2°+! — 1 primszédm. Tehdt aza =k —1
jeloléssel n = 28—1(2F — 1) ahol 2% — 1 primszém. O

e =
LEONHARD EULER

fgy n akkor és csak akkor paros tokéletes szdm, ha n = 2P~1 M, alakd, ahol M,, Mersenne-prim.
Nem tudjuk, hogy 1étezik-e végtelen sok Mersenne-féle primszam, igy azt sem tudjuk, hogy van-e
végtelen sok tokéletes szam. Arra a kérdésre sem ismerjiik a valaszt, hogy létezik-e paratlan tokéletes
Szam.

Milyen tulajdonsédgok alapjan kereshetok meg az M, szdmok primtényez6i és donthetd el, hogy
M, prim vagy sem 7 A Mersenne-szamok lehetséges primfaktoraira vonatkoznak az aldbbi ered-
mények. Az els6 tulajdonsag azt mutatja, hogy M, minden primosztdja 2kp+1 alaki és ugyanakkor
8m +£ 1 alaku.

1.4. Allitss. Ha p > 2 prim és a ¢ primszam osztéja az M, = 2P — 1 Mersenne-szdmnak, akkor
g=1 (mod 2p) és g= £ 1 (mod B).

Bizonyitas. Ha g|M,, akkor 2P=1 (mod ¢), ahonnan o, (2)|p (itt 04(2) a 2 rendje g-ra nézve),
s mivel 04(2) # 1, kovetkezik, hogy 04(2) = p|(¢ — 1) (a Fermat-tétel szerint). Ugyanakkor, 2|(¢—1),
tehdt 2p|(qg — 1).

Az x = 2(P+D/2 jelsléssel 22 — 2 = 2PH! — 2 = 2M,=0 (mod q), azaz (%) = 1, ahonnan ¢= + 1
(mod 8). O



Az My, = 2047 szdm esetén g=1 (mod 22) és gq= £ 1 (mod 8), a legkisebb ilyen szdm a 23 és
23| M1 = 23 - 89. Persze 89-re is teljesiilnek a fenti kongruencidk.

1.5. Allitas. Legyen p > 2 olyan prim, melyre ¢ = 2p + 1 is prim.

i) q|M, akkor és csak akkor, ha g=+1 (mod 8),

ii) ¢|M, + 2 akkor és csak akkor, ha ¢g= £ 3 (mod 8).

Bizonyitas. i) q|M,&M, =2 —1=2@"1/2 _1=0 (mod ¢) <29~ 1/2=1 (mod ¢) =(2)=1
(mod ¢q) <g¢==+1 (mod 8). ii) | M, +220~1D/2= —1 (mod q) @(%)E —1 (mod q) &q==+3 (mod
8). O

1.6. Allitas. Legyen p=3 (mod 4) olyan prim, amelyre ¢ = 2p + 1 is prim. Akkor ¢|M,, és
p > 3 esetén M), Osszetett.

Bizonyitas. Kovetkezik az el6z6 Allitéasbol: p=3 (mod 4) esetén g= — 1 (mod 8), ahonnan
q|M,. Hap >3, akkor 2p+1 < 27 — 1 = M,

Innen azonnal adédik, hogy p = 11, 23,83,131, 179, 191-re M,, 6sszetett. Ha példdul p = 19, akkor
2p 4+ 1 = 39 nem prim, igy nem teljesiilnek az eldbbi Allitds feltételei. Itt Mg oszt6i 191,457,647
lehetnek (v/Mig < 725), s szdmoldssal ellenérizhetd, hogy egyik sem osztd, tehdt Mg = 524287
prim.

Egy maésik sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy M, prim legyen, a kévetkez6. Lucas ezzel
igazolta 1876-ban, hogy Mior prim és Mgy Osszetett, anélkiil, hogy ez utébbinak valamely osztdjat
ismerte volna.

1.7.  Allitas. (Lucas-Lehmer teszt) Legyen p primszdm és (an)n>1 a kovetkezd sorozat:
a1 =4,ap41 = a% —2,n>1. Az M, =27 — 1 szdm akkor és csak akkor prim, ha Mp|ay_1.

Bizonyitdas. A feltétel elégségességét igazoljuk a kovekezd otlettel (J. W. BRUCE, A really
trivial proof of the Lucas-Lehmer test, Amer. Math. Monthly 100 (1993), no. 4, 370-371). Sziik-
ségilink van a kovetkez6 elemi csoportelméleti tulajdonsdgra: Minden véges csoportban egy elem
rendje kisebb vagy egyenlé mint a csoport rendje.

Legyen w = 2+ v/3,@ = 2 — /3, ahol ww = 1. Teljes indukciéval igazolhats, hogy

n—1 n—1
Ay = w2 +52

minden n > l-re. Ha M,|a,_1, akkor igy a,—1 = w7 4w = kEM,,k > 1, ahonnan w2 -nel
szorozva az
(1) w? = EMuw* -1
egyenl6ség kovetkezik. Négyzetreemelve:
_ 2
(2) W = (k;]\lprp Fo 1) .

Tegyiik fel, hogy M, osszetett. Akkor Mp-nek létezik olyan ¢ primosztdja, amelyre ¢* < M,,.

Tekintsitk most az A = {a + bv/3 : a,b € Z,} halmazt, ahol Z, a maradékosztdlyok halmaza
(mod ¢q). Ellenérizhetd, hogy A\ {0} egy (¢*> — 1)-edrend{i kommutativ csoport a szorzdsra nézve.
Tovabbé w € A\ {0} és (1) alapjan w?” = —1, (2) szerint pedig w?’ = 1, tehat w rendje 27, s igy
2P < g% — 1. Mésrészt ¢ — 1 < M, — 1 < 2P, ami ellentmondds, tehat M, primszdm. O

E. Lucas



2. Fermat-szamok

Tekintsiik a 2% 4 1 szdmokat, ahol k > 1. Melyek ezek koziil a primek? Ha 1 < k < 8, akkor:

E=1: 2'41=3prim,

k=2 2241=05prim,

k=3 2%41=9nem prim,

k=4 2*41=17 prim,

k=5 2°+4+1=33nem prim,

k=6: 25+ 1=65nem prim,

k=7 27+1=129 nem prim,

k=8 2841 =257 prim.

Az F, = 2%" +1, n > 0 szdmokat Fermat-szdmoknak, az ilyen alakd primeket pedig Fermat-
primeknek nevezziik. Igaz a kovetkezd

2.1. Allitdas. Ha k >0 és 2% + 1 primszém, akkor létezik n > 0 tgy, hogy k = 2".
Bizonyitds. Ha k = 2"m, ahol m pératlan, akkor 2¥ +1 = (22")™ + 1 oszthaté 22" + 1-gyel, s
igy kovetkezik, hogy 22" +1 = 2% + 1, ahonnan m = 1. O

PIERRE FERMAT

PIERRE FERMAT (1601-1665) francia matematikus és fizikus egy 1640-ben irott levelében azt
sejtette, hogy az F,, szamok mind primek. Nos, Fy = 3, F} = 5, F, = 17, F3 = 257, F;, = 65 537
primek, Fy viszont nem prim, oszthat6 641-gyel:

Fy = 641 - 6700417,

ezt el6szor Euler igazolta 1732-ben. Kovetkezik innen, hogy a fenti allitas forditottja nem igaz.

A kongruenciatulajdonsdgok haszndlatéval igazoljuk mi is, hogy 641|F5 = 22" 4 1. Valéban,
641 =640 +1=5-27+1,1gy 5-27= — 1 (mod 641), s ezt negyedik hatvanyra emelve: 5% .228=1
(mod 641). Mésrészt, 641 = 625 + 16 = 5* 4+ 24, ahonnan 2*= — 5% (mod 641). Osszeszorozva ez
utébbi két kongruenciat 5% - 232= — 5 (mod 641), s osztva 5*-nel, ahol (5%,641) = 1, kapjuk, hogy
282 11 = 92" 4 1=0 (mod 641).

1880-ban LANDRY megmutatta, hogy

Fe =274177-67280421310721

Osszetett.

Mindmaéig nem taldltak tovdbbi Fermat-primet, az az ujabb sejtés, hogy nem is létezik ilyen.
Jelenleg 225 Fermat-szamrol tudjuk, hogy Gsszetett.

Tudjuk, hogy F,, dsszetett és ismert F,, primtényezds felbontdsan = 5,6, 7, 8-ra (2—2 primtényezs),
n = 9-re (3 primtényezs), n = 10-re (4 primtényez6),n = 11-re (5 primtényezs).

Tudjuk, hogy F), Osszetett és ismert F), legaldbb 1 primfaktora, de nem ismert a teljes felbontésa,
ha n = 12,13,15,16,17,18,19, 21, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 36, 37,38, 39,42,43,.... Tudjuk,
hogy F,, Osszetett, de nem ismert F,, egyetlen primfaktora sem, ha n = 14,20, 22,24. Nem tudjuk,
hogy F,, Osszetett-e vagy sem n = 33,34, 35,40,41,44, 45,46,47,49, 50, ... esetén.



Tovabbi informécidk, eredmények olvashatok a Fermat-szamokkal kapcsolatban itt:
(1) http://www.fermatsearch.org
(2) http://www.prothsearch.net/fermat.html

Harom 1djabb eredmény:

JOHN COSGRAVE, 2003. oktéber 10.: 3-22478785 1 osztdja Fy 478 7s0-nek, ez a legnagyobb ismert
Osszetett Fermat-szam,

M. PARCHER, 2005. méajus 15.: 2018719057 - 21162 4 1 osztdja Fii160-nak,

ASKO VUORI, 2005. szeptember 29.: 6213186413 - 269 + 1 osztéja Fggo-nak.

A Fermat-primek azért is érdekesek, mert CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) egy nevezetes
eredménye szerint pontosan azok a szabalyos n-szogek szerkeszthetok meg korzével és vonalzoval,
amelyekre n egyenl6 2 valamely hatvanyanak és kiilonb6z6 Fermat-primeknek a szorzataval.

CARL FRIEDRICH GAUSS

A Fermat-szdmok lehetséges primfaktoraira vonatkozik az aldbbi eredmény.

2.2. Allitas. (E. Lucas, 1877) Ha n > 2 és a p primszam osztéja az F,, = 22" 4 1 Fermat-
szdmnak, akkor p = 2”2k + 1 alakd, ahol k > 1.

Bizonyitas. Ha p|F),, akkor 22" = — 1 (mod p), ahonnan négyzetreemeléssel 22" =1 (mod p).
Kovetkezik, hogy 0,(2) = 2"*1 és 2771 (p — 1). Innen mar megvan, hogy p = 2""!g + 1 alakd, de
ennél tobbre van sziikségiink.

Az n > 2 feltétel miatt p=1 (mod 8) és igy ismert tétel alapjin (%) =1, tehdt az x
kogruencisnak van egy & = o megoldésa és kapjuk, hogy 2" =22""" =1 (mod p). Igy op(wo) = 27,
ahol j < n + 2. Megmutatjuk, hogy j = n + 2. Valéban, 23=2 (mod p)-t a 2/~ 1-edik hatvéanyra
emelve: 1=2%7"1 (mod p), s mivel 0,(2) = 2", kévetkezik, hogy j —1 >n+1,j > n+ 2.

Azt nyertiik, hogy o,(zo) = 2"2 innen 2"*2|p —1és p=2""2k + 1. O

Han = 5, akkor kapjuk, hogy Fs-nek a p primosztéi a 27k-+1 = 128k+1 = 129, 257, 385,513, 641, ...
szamtani sorozatban keresenddk. A felsorolt szamok koziil csak a 257 = F3 és a 641 primek, s
mivel (F3, F5) = 1, F5 legkisebb lehetséges primosztdja a 641, s szdmoldssal ellendrizhetd, hogy 641
valéban osztd: Fy = 641-6700417, ldsd fennebb. Itt a hinyados maga is prim és az el6bbi allitasnak
megfeleléen 27 - 3 - 17449 + 1 alaku.

E. Lucas és 1. Pervusin talaltdk meg Fjo-nek a 7 - + 1 primosztéjat, igazolva ezzel, hogy Fio
osszetett szam. Most a dj, = 2%k + 1 sorozatot kell vizsgdlni és k = 7 a legkisebb lehetséges érték,
melyre dj prim, hiszen 5|dy, 3|da, 13|ds, ds = Fy, 3|ds, 5|ds.

Koénnyen igazolhaté az az érdekes tulajdonsag, amely szerint minden F,, n > 0, Fermat-szam
prim vagy pszeudoprim, azaz 2f»=2 (mod F,,) igaz minden n-re.

2=2 (mod p)
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