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1. Fermat kongruencia-tétele

A kinai matematikusok mar K. e. 500 koriil hasznéltdk, hogy ha p primszdm, akkor p osztéja
(2P — 2)-nek. PIERRE FERMAT (1601-1665) francia matematikus és fizikus egy 1640. oktéber 18-an
FRrRENICLE DE BESsY-nek irt levelében kozolte bizonyitas nélkiil, hogy ha p primszam és a egész
szam, akkor p osztéja (aP? — a)-nak. Ezt a tulajdonsdgot nevezziik Fermat kongruencia-tételének,
a tovabbiakban roviden Fermat-tételnek, vagy ,kis Fermat-tételnek” - megkiilonboztetésiil a ,nagy
Fermat-tételté]” (amely szerint az z™ + y™ = z™ egyenletnek nincs z,y,z € Z \ {0} megolddsa, ha
n € N;n > 3). Pontosabban,

1.1. FERMAT-tétel.

i) Ha p primszam és a € Z, akkor a” = a (mod p), (1)

ii) Ha p primszam, a € Z és p { a, akkor a?~! =1 (mod p). (2)

Bizonyitas. Elég csak i)-et vagy ii)-t igazolni, mert ezek egymdsbdl
azonnal kovetkeznek. Ha pl. ii) igaz, akkor p 1 a esetén a (2) kongruencidt
a-val szorozva éppen (1) adddik, ha pedig p | a, akkor p | a?, igy p | (a? — a),
tehdt az (1) kongruencia ekkor is igaz. Léssuk be, hogy forditva, i)-bél is
azonnali a ii). PIERRE FERMAT

A ii) allitdst LEONHARD EULER (1707-1783, svéjci) 1736-ban publikdlt kongruencia-tételébol
szokés levezetni, amely szerint ha (a,m) = 1, akkor a®™ = 1 (mod m), ahol ¢ az Euler-fiigvény.
Ha m = p prim, akkor ¢(p) = p — 1 és ii)-t kapjuk.

Az i) 4llitas egy kozvetlen igazoldsa: elegendé a > 0-ra bizonyitani, Ha a = 0, akkor (1) igaz. Az
a szerinti indukciéval tegyiik fel, hogy (1) igaz a-ra, akkor

P
(a—l—l)P:Z(Z)akEaP—i—lEa—i—l (mod p) ,
k=0

hasznélva, hogy p oszt6ja (7)-nak, ahol 1 <k < p—1 (ez igaz, mert k!(Y) =p(p—1)---(p—k+1)
és ennek p osztéja, de p nem osztéja kl-nak) . O

Megjegyzés. Az elsd ismert bizonyitds WILHELM GOTTFRIED LEIBNIZ (1646-1716, német) egy
publikélatlan, 1683 elotti kézirataban talalhatd, és a polinomialis-tételt hasznalja:
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ahol az Osszegzés mindazon ki, ...,k, > 0 egészek szerint torténik, amelyek Osszege p. Ha most
1 = ... = x4 = 1, akkor a jobb oldalon p osztdja minden tagnak, kivéve azt az a szamu tagot,
amelyekben ki, ..., k, egyike p és a tobbi 0 (Forras: [B96], 97. old). O

1.2. Allitas. Ha az m > 2 egész szdmhoz létezik olyan a egész szdm, hogy a™ # a (mod m),
akkor m Osszetett szam.

Bizonyitas. Azonnali a Fermat-tétel alapjan. O



Ez alkalmas annak igazoldsdra, hogy egy konkrét (nagy) szdm osszetett. Példdul ezt haszndlva

mutatta meg G.A. PAXSON 1961-ben, hogy az Fi3 = 22" 4 1 Fermat-szdm Osszetett, igazolva, hogy
313 #£ 3 (mod Fy3) (Math. Comp. 15 (1961), 420, forrds: [B96], 100. old).

A Fermat-tétel forditottja nem igaz. Pontosabban,

1.3. Allités. a) Léteznek olyan m > 2 Gsszetett szamok, amelyekre a™ = a (mod m) valamely
a egész szamra.

b) Léteznek olyan m > 2 §sszetett szamok, amelyekre a™ = a (mod m) minden a egész szédmra.

Bizonyitds. a) Ha példdul a = 2 és n = 341 = 11 - 31, akkor 234! = 2 (mod 341). Valéban,
210 = 1024 = 1 (mod 11), kozvetlen szamitassal vagy a Fermat-tétel alapjan, ahonnan 2340 = 1
(mod 11). Tovébb4, 219 = 1024 = 1 (mod 31), 234° = 1 (mod 31) és kapjuk, hogy 2349 = 1 (mod
11 - 31), tehat 234! = 2 (mod 341).

b) A legkisebb m szém, amelyre ez igaz az 561 = 3 - 11 - 17. Igazoljuk, hogy a®°%! = a (mod 561)
minden a egész szamra! [

A Fermat-tétel egy lehetséges megforditasa a kovetkezd, amelyet E. LUCAS igazolt 1878-ban
(Amer. J. Math. 1 (1878), 302, forrds: [HW85], 81. old).

1.4. Lucas-tétel. Legyen m > 2 egy egész szam. Ha létezik olyan a egész szam, amelyre
a™ 1 =1 (mod m) és a® # 1 (mod m) az m — 1 minden x < m — 1 osztéjra, akkor m primszam.

Bizonyitids. Az elem rendje fogalmanak és tulajdonsigainak hasznalatdval: Legyen d az a
elem rendje (mod m). Akkor a? =1 (mod m), d | (m —1) és d | ¢(m). A feltétel szerint kovetkezik,
hogy d=m—1. lgym—1=d< o(m) < m —1, innen ¢(m) = m — 1 és kovetkezik, hogy m prim.
Megjegyezziik, hogy itt a primitiv gyok (mod m).

Az elem rendje fogalmat nem hasznalva: Legyen F azoknak az e > 1 kitevOknek a halmaza,
amelyekre a® = 1 (mod m). Akkor m —1 € E ésx ¢ E az m — 1 minden < m — 1 osztéjéra.
Legyen ey az E legkisebb pozitiv eleme, akkor m — 1 = epq + r, ahol 0 < r < ¢y. Tovabba
r=m-—1—egq € E, mert a” = a™ 1 -a%% =1 (mod m). Nem lehet 7 > 0, mert ez ellentmondana
az eg minimalitdsdnak, ezért r = 0 és igy eg | m — 1. De a feltétel szerint innen ey = m — 1, azaz
E={m—1}. Aza™ ! =1 (mod m) feltétel miatt (a,m) = 1 teljesiil és az Euler-tételt hasznalva
a?™ =1 (mod m), azaz ¢(m) € E, tehat ¢(m) = m — 1 és kovetkezik, hogy m prim. [

Az 1.4. Tétel feltétei moédosithatdk. Igazoljuk a kovetkezd, DERRICK
HENRY LEHMERt6] (1905-1991, amerikai) szdrmaz6 allitdst (1dsd [M97],
170. old.) !

1.5. LEHMER-tétel. Legyen m > 3 egy egész szdm, m — 1 =
=1l qjj, ahol a; > 1 és a g;-k kiilonbozd primszdmok, 1 < j < r.

Ha létezik olyan a egész szam, amelyre a(™~1/% # 1 (mod m), ahol
D. H. LEHMER 1<j<résam™ ! =1 (modm), akkor m primszam. [OJ

2. Pszeudoprimszamok

Han > 1 sszetett szdm és 2" = 2 (mod n), akkor n szdmot 2-alapi Fermat-pszeudoprimnek,
roviden pszeudoprimnek (vagy alprimnek) nevezziik. A legkisebb ilyen pszeudoprimszam az 1.3.
Allités kapcsan vizsgalt 341 = 11 - 31, tovabbi pszeudoprimek:

561 =3-11-17, 645 =3-5-43, 1105 =5-13-17, 1387 =19 - 73, 1729 = 7 - 13 - 19, valamint
1905, 2047, 2465, 2701, 2821, 3277, 4033, 4369, 4371, 4681, 5461, 6601, 7957, 8321, 8481, 8911,
10261, 10585, 11305, 12801, 13741, 13747, 13981, 14491, 15709, 15841, 16705, 18705, 18721, 19951,
23001, 23377, 25761, 29341,...

D.H. LEHMER [Le36] 1936-ban és P. POULET [Po38] 1938-ban meghatdrozték az ésszes n < 10°
pszeudoprimet.

2.1. Allit4s. Végtelen sok pszeudoprimszam létezik.

Bizonyitas. Igazoljuk, hogy ha n pszeudoprim, akkor 2™ — 1 is pszeudoprim. Valéban, ha
n Osszetett, akkor 2™ — 1 is Osszetett (ez ismert elemi tulajdonsig) és 2™ = 2 (mod n) alapjin



2" — 2 = ng, ahonnan 22" 71 — 2 =2(22"2 — 1) = 2(2"7 — 1) = 2((2")9 — 1) oszthaté (2" — 1)-gyel.
Tekintsiik az (an)n>1,a01 = 341, ap41 = 2% — 1,n > 1 szigordan novekvd szdmsorozatot, ennek
minden tagja pszeudoprimszam a fentiek szerint. O

2.2. Allitas. (ERDSS PAL) Ha p > 3 prim, akkor E, = $(2%" — 1) pszeudoprim.
Bizonyitds. E, = §(2P +1)(2? — 1) sszetett, ahol 3 | 27 + 1, mert p paratlan. A Fermat-tétel

szerint p | (4P — 4), ugyanakkor 2 | (47 — 4), innen 2p | %(41’ —4), mert p > 3. Kapjuk, hogy
%(41’ —4) = 2pk és igy

2 0 = 2(2Fr—1 1) = 22" 1/3 1) = 2(2%F — 1) = 2(4PF — 1),

ami oszthaté (47 — 1)-gyel és igy $(47 — 1) = Ep-vel is. O

Ha pl. p =5, akkor E5 = 341, ha p =7, akkor E7 = 5461 = 43 - 127, stb.
Mivel végtelen sok prim van, a 2.2. Allitas Gjabb bizonyitdsa annak, hogy végtelen sok pszeudo-
primszam 1étezik.

2.3. Allitas. Minden F,, = 22" + 1, n > 0, Fermat-szdm prim vagy pszeudoprim.

Bizonyitds. 22" = — 1 (mod F,), amit 22" ~"-hatvanyra emelve: 92" =1 (mod F,), azaz
2Fn =2 (mod F,,). O

Az els6 péros pszeudoprimet D. H. LEHMER taldlta meg 1950-ben, ez a szam a 161038 =
2.73-1103 (forrds: [S64], 215. old). N. G. W. H. BEEGER (1951) igazolta, hogy végtelen sok péros
pszeudoprim van.

101-ig 38 975 paratlan pszeudoprim van, 10'2-ig 101 629, 10'3-ig 264 239 paratlan pszeudoprim.

Pl. a 10'2 alatti paratlan pszeudoprimek listédjat lasd itt:
http://www.chalcedon.demon.co.uk/rgep/psp-12.gz

Az n > 1 szamot a-alapu Fermat-pszeudoprimnek, réviden a-alapu pszeudoprimnek nevez-
ziik, ha n Osszetett és a™ = a (mod n).

A 2-alapu pszeudoprimek tehat a pszeudoprimek, 3-alapu pszeudoprimek pl. a kovetkezok: 91,
121, 286, 561, 671, 703,... . Valéban, pl. 3% = 3 (mod 91), mert 91 = 7-13, 35 = 1 (mod 7) a
Fermat-tétel szerint, innen 3515 = 3% = 1 (mod 7), 3°! = 3 (mod 7), tovabbd hasonléan 32 =
(mod 13), 3% =1 (mod 13), innen 39! = 3%4.(3%)2.3 = 3 (mod 13).

Megjegyzés. Szokésos a kovetkezd definicié is: az n > 1 szdmot a-alapi pszeudoprimnek (vagy
a-alapi alprimnek) nevezziik, ha n dsszetett és a®~! = 1 (mod n). Ekkor sziikségképpen (a,n) = 1.
Ezen definici6 szerint tehdt a (2-alapti) pszeudoprimek péaratlanok, a 3-alapi pszeudoprimeknek 3
nem osztéja, igy pl. 561 nem ilyen, stb.

A kovetkezd tétel M. CIPOLLA eredménye (Annali Mat. Pura Appl. (3) 9 (1903), 139-160), lasd
[HWS5], Th. 89.

2.4. Tétel. (M. CrpoLLA) Minden a > 1 esetén létezik végtelen sok a-alapt pszeudoprim.

a?P—1

Bizonyitds. Legyen p > 2 prim, p { a(a® — 1) és m = > lgazoljuk, hogy m a-alapt
pszeudoprim. Itt

_aP—1 aP+1
a—-1 a+1’
amely Osszetett szam. Tovabba,
(%) (@>=1)(m—-1)=a?* —1—(a®>—1)=a* —a®> = a(a® ' — 1)(a® + a)

Itt 2 | (aP? + a), mert a és aP egyszerre paros vagy paratlan, p | (a?~! — 1) (Fermat-tétel) és
(a®—1) | (aP~1 —1) mert p—1 paros. Ezért p{ (a? —1) miatt (*) alapjan 2p(a?—1) | (a®? —1)(m—1),
innen 2p | (m — 1), tehat m = 1 4 2pu alaku, ahol u egész. Haszndlva djra (*)-ot:

a®? =(a®*—1)(m—-1)+a*= —a’>+1+a* =1 (mod m) ,
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= 1 (mod m). Kiilénb6z§ p primekre kiilonboz6 m-eket kapunk, ezért végtelen sok
ilyen m van. [

Az n > 1 szdmot abszolut pszeudoprimnek nevezziik, ha n sszetett és ha az ¢ = a (mod n)
kongruencia igaz minden a € Z szamra. A 341 nem abszoliit pszeudoprim, hiszen 11341 # 11 (mod
341). Valéban, a Fermat tétel szerint 113° = 1 (mod 31), s innen 1133° = 1 (mod 31). Ugyanakkor,
112 = —3 (mod 31), 110 = (=3)® = —243 = 5 (mod 31). Igy 11' =55 = — 7 (mod 31). Kapjuk,
hogy 11341 = 11330 . 1111 = — 7 (mod 31), 113*! — 11 = — 18 (mod 31). 31 tehdt nem osztdja a
11341 — 11 szdmnak, s igy 341 sem osztéja annak.

A legkisebb abszolit pszeudoprimszam az 561 = 3-11-17. Hogy valéban az, kivetkezik az alabbi
egyszeri tulajdonsiagbdl:

2.5. Allitds. Az n szam akkor és csak akkor abszolit pszeudoprim, ha

1) n=qqa--qx, ahol k > 3, ¢; kiillonb6z6 primszamok, és

(-1 ]n-1),1<i<k.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy n-re teljesiil az 1) és 2) tulajdonsig. A Fermat-tétel szerint, ha
¢i f a, akkor a%~' = 1 (mod ¢;), ahonnan a"~! = ¢*(%~Y = 1 (mod ¢;) és innen a” = a (mod ¢;),
amely kongruencia igaz akkor is, ha ¢;|a, 1 < i < k. Innen o™ = a (mod n) minden a szdmra.

Forditva, tegyiik fel, hogy n abszolit pszeudoprim és ¢ | n, ahol ¢ prim. Ha ¢? | n, akkor
haszndlva, hogy n | (¢" — q) kapjuk, hogy ¢ | (¢" — q), ahonnan ¢? | ¢, ami lehetetlen. Tehdt
n négyzetmentes kell legyen. Tovdbbd, legyen ¢ | n, ¢ prim és a egy primitiv gydk (mod ¢), ahol
(a,q) = 1. Akkor a rendje ¢ — 1, ugyanakkor a”~! = 1 (mod q) és kapjuk, hogy (¢ — 1) | (n — 1).
Itt n Osszetett, ezért k > 2. Ha k = 2, akkor n = q1q2 és kovetkezik, hogy ¢1 — 1 | ¢12 — 1 =
q1(g2 — 1) + (g1 — 1), innen q1 — 1 | g2 — 1, ugyanakkor g2 — 1 | q1g2 — 1 = g2(q1 — 1) + (g2 — 1),
ahonnan ¢ — 1|1 —1ésigy 1 — 1 =¢q2 — 1, ¢1 = ¢a, ellentmondés. Ezért k > 3. O

Tovabbi abszolut pszeudoprimszamok:
1106 =5-13-17, 1729=7-13-19, 2465=5-17-29, 2821 =7-13-31,

15841 =7-31-73, 16 046 641 =13 -37-73-457,

konnyen ellenérizhetd, hogy teljesiilnek a 2.5. Allités tulajdonsagai.

Léteznek olyan képletek, amelyek ilyen szdmokat szolgaltatnak. Ezek koziil a legegyszeriibb:

2.6. Allitas. (J. CHERNICK [Ch39], 1939) Ha p = 6m + 1, ¢ = 12m + 1 és r = 18m + 1
egyid6ben primek, akkor n = pgr abszolut pszeudoprimszam.

Bizonyitas. Valéban az n = pqr szamra teljesiilnek a 2.5. Allitas feltételei. O

Ha pl. m =1,6,35, akkor az n =7-13-19, 37-73-109, 211-421-621 abszoliut pszeudoprimeket
kapjuk. Nem tudjuk, hogy 1étezik-e végtelen sok olyan m, amelyre p = 6m + 1, ¢ = 12m + 1 és

r = 18m + 1 egyidében primek, ezért ilyen titon nem nem igazolhatd, hogy végtelen sok abszolit
pszeudoprim van.

Az n szdmot Carmichael-szdmnak nevezziik, ha n sszetett és ha "~ = 1 (mod n) minden
a € Z, (a,n) = 1 szdmra. Azonnali, hogy minden abszolit pszeudoprimszdm Carmichael-szam.
n—1 —

Valéban, ha a™ = a (mod n) és ha (a,n) = 1, akkor kovetkezik, hogy a =1 (mod n). Igaz
forditva is, ha n Carmichael-szdm, akkor n abszolit pszeudoprim, lasd a 2.8. Allit4st.

ROBERT DANIEL CARMICHAEL (1879-1967) amerikai matematikus volt, aki a [Cal0] és [Cal2]
dolgozataiban megadott 16 ilyen szamot, koztiik a felsoroltakat. Tovabbi nagy szdmu abszolut
pszeudoprimet hatarozott meg POULET 1938-ban ([Po38]).

A Carmichael-szdm elnevezést BEEGER [Be50] hasznélta el8szor 1950-ben. A legkisebb 20 primté-
nyez6s Carmichael-szam:

n=11-13-17-19-29-31-37-41-43-61-71-73-97-101-109 - 113 - 151 - 181 - 193 - 641,

amelyet R. G. E. PINCH [Pi93] adott meg 1993-ban.



1016-ig 246 683 szamu Carmichael-szdm van, ezek listajat lasd itt:
http://www.chalcedon.demon.co.uk/rgep/carmichael-16.gz

Azt, hogy végtelen sok Carmichael-szdm (abszoliit pszeudoprimszam) létezik 1992-ben sikeriilt
igazolni, a dolgozat 1994-ben jelent meg.

2.7. Tétel. (R. ALFORD, A. GRANVILLE, C. POMERANCE [AGP94]) A Carmichael-szdmok
széma z-ig tobb mint 2%/7, ha z elég nagy, tehét végtelen sok Carmichael-szam létezik.

Egy, a Carmichael-szdmok meghatérozdsdra szolgdlé 1j algoritmus leirds szerepel az [LN96]
cikkeben, amellyel a szerzok 1 101 518 szamu primfaktort tartalmazé Carmichael-szdmokat is megha-
taroznak.

2.8. Allitas. Ha n dsszetett szam, akkor egyenértékiiek a kovetkezo feltételek:

1) n Carmichael-szdm, azaz " ! = 1 (mod n) minden a € Z, (a,n) = 1 szémra,

2) n négyzetmentes és n minden p primosztéjarap — 1 | n — 1,

3) n abszolit pszeudoprim, azaz a™ = a (mod n) minden a € Z szdmra.

Bizonyitdas. 1) = 2) (Lasd [FGy2000], 5.7.7 feladat megolddsa, 549. old.) Tegyiik fel, hogy n
Carmichael-szdim. Ha n nem négyzetmentes, akkor létezik olyan ¢ prim, amelyre ¢? | n. Legyenek n
kiilénb6z6 primosztéi ¢ = q1, go, ..., g 6s legyen g egy primitiv gyok (mod ¢?). Tekintsiik a kovetkezd
kongruenciarendszert: x = g (mod ¢?), * = 1 (mod ¢;), 2 < i < k, amelynek a kinai maradéktétel
szerint van x = xg megolddsa (ha k = 1, legyen x¢y = g). Akkor (zg,¢;) = 1 minden 1 <1 < k esetén
(ha q; = q | o, akkor q | g, ellentmondés), ezért (z9,n) = 1. A feltétel alapjén igy = * = 1 (mod
n), innen ¢? | n miatt 5" = 1 (mod ¢?) és ¢" ' =1 (mod ¢?). Kovetkezik, hogy g rendje (mod ¢?)
osztéja (n — 1)-nek, azaz ¢(q¢*) = qg(¢—1) | n — 1. De ¢* | n, innen q | (n,n — 1) = 1, ellentmondés.
Ezzel belattuk, hogy n négyzetmentes.

Ha most ¢ prim, ¢ | n, akkor legyen h olyan primitiv gyok (mod ¢), amelyre (h,n) = 1. Ilyen
h 1étezik. Valdban, legyen j egy tetszéleges primitiv gyok (mod ¢) és az n = qqs - - - qx jel6léssel
tekintsiik a fentihez hasonlé = j (mod ¢), z = 1 (mod ¢;), 2 < i < k rendszert, amelynek a kinai
maradéktétel szerint van x = h megolddsa. Akkor h = j (mod ¢) szerint h primitiv gysk (mod q)
és (h,q;) = 1 minden 1 < 4 < k esetén, azaz (h,n) = 1. A feltétel (n Carmichael-szdm) alapjén
h"~! =1 (mod n), innen h"~! = 1 (mod q) és igy h rendje (mod q) osztéja (n — 1)-nek, azaz
qg—1|n—-1.

2) = 3) Ezt mar lattuk a 2.5. Allitdsban.

3) = 1) Azonnali, ezt is lattuk. O

A Carmichael-szdmoknak a 2) feltétellel val6 jellemzése A. KORSELTtOl szdrmazik 1899-bol
([Ko99)), aki nem adott meg egy ilyen szdmot sem.

D. H. LEHMER egyik problémé&ja (Lehmer’s totient problem) arra vontkozik, hogy létezik-e olyan
n Osszetett szdm, amelyre ¢(n) | (n — 1), ahol ¢ az Euler-fiiggvény. Nem ismert ilyen szdm. De egy
ilyen n sziikségképpen Carmichael-szdm, mert minden a egészre a rendje (mod n) osztéja ¢(n)-nek
és innen a"~! = 1 (mod n).

Nemrég deriilt ki Kiss ELEMER kutatdsai nyoman, hogy BOLYAI JANOS
(1802-1860), akinek eddig csak geometriai munkéssiga volt kozismert,
szamelmélettel is foglalkozott, vizsgalta pl. a Fermat-tétel forditott
allitdsdt, a Fermat-szdmokat, ismerte a pszeudoprim (dlprim) fogalmat
és néhany tulajdonsagét, tobb olyan eredménye is van, amit nem
publikalt és amit késébb mésok tjra felfedeztek, 14sd pl. Kiss ELEMER,
"Bolyai Janos kéziratainak rejtett matematikai kincsei” cimii dolgozatat:
http://www.kfki.hu/chemonet/TermVil/kulonsz/k983/kiss.html

és a [K95] cikket.

BorLya1 JANOS

3. A Carmichael-fiiggvény

Ha n rogzitett, jelolje A(n) a legkisebb olyan k pozitiv egész szamot, amelyre a® = 1 (mod
n) minden (a,n) = 1 esetén. A A(n) fiiggvényt Carmichael-fiiggvénynek nevezziik, ezt R.
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D. CARMICHAEL vezette be és vizsgalta a roéla elnevezett szamokkal kapcsolatban. Haszndlatos
a legkisebb univerzilis exponens (kitev) elnevezés is. A A(n) érték nem mds, mint a redukélt
maradékosztalyok R, = U(Z,) multiplikativ csoportjénak az exponense. Altaldnosan egy (G, ")
véges csoport exponense a legkisebb olyan k pozitiv egész szdm, amelyre 2* = 1 minden x € G-re.

Megjegyezziik, hogy ezt a fiiggvényt kordbban mar KARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855, német)
is vizsgalta az 1801-ben megjelent "Disquisitiones arithmeticae” (Aritmetikai vizsgdlatok) cim( mi-
vében (Article 92).

Azonnali, hogy A(n) < ¢(n), pontosabban A(n) | ¢(n) minden n-re, ahol ¢(n) az Euler-fiiggvény.

3.1. Allités.

o(n), han=p* aholp=2ésa <2 vagyp>3ésa>1,
Aln) = %cé(n), ha n = 2%, ahol a > 3,
[/\(ptlh)v“w/\(pgr)}v han:ptlll"'pgr7

ahol [z1,...,z,] az 21, ..., x, legkisebb kozos tobbszorose.

Bizonyitds. Ha n =2, n =4, vagy n = p%, ahol a > 1, akkor létezik primitiv gyék (mod n),
amelynek rendje ¢(n) és azonnali, hogy ekkor A(n) = ¢(n).

Ha n = 2%, ahol a > 3, akkor nem létezik primitiv gyék (mod n), ezért A\(2%) # ¢(2¢) = 2971 és
A(2%) | ¢(29) = 2971 tehdt A\(2%) = 27, ahol j < a — 2. Megmutatjuk, hogy j = a — 2.

Ehhez elég igazolni, hogy az 5 rendje (mod 2%) éppen 2%~2: 0,4 (5) = 222, ahol a > 3.

Hatérozzuk meg 2 kitevsjét 52° — 1 kanonikus alakjaban. Ha k= 0: 52 —1=4 =22 ha k = 1:
52 —1=24=23.3;hak =2 52 —1 =624 =24.39. Igy a sejtés az, hogy a kitevd k + 2. Ez
bizonyithaté indukciéval, vagy a kdvetkezéképpen: ha k > 1, akkor

k—1 k—1 J+1 k
j 577 -1 52 —1
57 +1) = : = :

ahonnan

k—1
5 —1=22T[(5* +1),
j=0

ahol 52’ 4+ 1 = 2 (mod 4), igy 2¥+2|52" — 1 és 2643 52" — 1. A Kkitevd tehat valéban k + 2 és igy
527" =1 (mod 2%), 52" # 1 (mod 2¥). Kapjuk, hogy j = a — 2 és 0gn (5) = 2972,
Ha n-nek tobb primosztéja van, akkor a képlet a definiciobdl adédik. O

Kovetkezik, hogy A(n) nem multiplikativ fiiggvény.

3.2. Allitds. (CARMICHAEL) Az n szam akkor és csak akkor Carmichael-szém (abszolit
pszeudoprim), ha A(n) | n — 1.

Bizonyitdas. Ha A(n) | n — 1, akkor a” ' = ¢*™* = 1 (mod n) minden a € Z, (a,n) = 1
szamra, ezért n Carmichael-szdm.

Forditva, ha n Carmichael-szdm, akkor tudjuk, hogy n = ¢ --- ¢ alakd, ahol ¢; —1 | n — 1
minden i-re. Ekkor A(n) = [Mq1), ... AM(qx)] = — 1, .cqr — 1] | n—1. O
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