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Bevezetés

Ez az anyag tartalmazza az ” Algebra és szamelmélet” cimi targy 4. féléves részének
kotelezé elméleti anyagat és a feldolgozandé feladatoknak a nagy részét. Tartalmaz
tovabba olyan kiegészito részeket is, amelyek nem kotelezoek, ezek "3 7 jelek kozott
szerepelnek. A feladatok elott ¥ jel all. A nehezebb feladatokat ¥V jeloli.

Az els6, ”Halmazok, relaciok, fiiggvények” cimi fejezetben azoknak a korabbiakban
tanult algebrai alapfogalmaknak az attekintése szerepel, amelyeket hasznalni fogunk a
tovabbiakban. Hasznalni fogjuk tovabba a kovetkezo fogalmakat és az ezekre vonatkozd
alaptulajdonsagokat: logikai miiveletek, szamhalmazok, komplex szamok, egész szamok
oszthatdsaga, legnagyobb kozos osztd, legkisebb kozos tobbszorts, maradékosztalyok
(mod n), Euler-fliggvény, matrix, determinéns.

A tételek, allitasok és bizonyitasok végét a [1jel mutatja.

Felhivom a figyelmet

— a definicidk pontos ismeretére (a fogalmak nevei kovér betiikkel szedettek),

— az egyes fogalmakra adott példékra (ezek dltalaban e jel utan szerepelnek); adjanak,
keressenek tovabbi példakat az anyag jobb megértése érdekében,

— a Tételek pontos megfogalmazasara és a bizonyitasokra,

— a kitlizott feladatok megoldasara.
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1. Halmazok, relacidk, fiiggvények

1.A. Halmazok

A halmaz bizonyos jél meghatarozott dolgok (targyak, fogalmak), a halmaz elemei-
nek az Osszessége. Azt, hogy az a elem hozzatartozik az A halmazhoz igy jeloljiik:
a € A (a eleme A-nak); b ¢ A jelentése: b nem eleme A-nak.

Egy halmazt egyértelmiien meghataroznak az elemei. Egy halmazt megadhatunk dgy,
hogy felsoroljuk az elemeit, pl. A ={1,2,3,4}, B = {z,y, 2z} vagy dgy, hogy megadunk
egy, a halmaz = elemeire jellemz& T'(x) tulajdonsigot: A = {z|T(x)} = {x : T(x)}, pl.
A={zlr e Rés 0 <z < 3}.

Itt és a tovabbiakban a szamhalmazokra az aldbbi jeloléseket hasznaljuk:

N = {0,1,2,3,...} a természetes szamok halmaza, N* = {1,2,3,...} = N\ {0} a
nullatdl kiillonbozé természetes szamok halmaza, Z = {...,—3,—-2,—-1,0,1,2,3,...} az
egész szamok halmaza, Q = {#|a,b € Z,b # 0} a racionalis szdmok halmaza, R a valés
szamok halmaza, C a komplex szamok halmaza. Tovabba Z* = Z \ {0}, Q* = Q \ {0},
R* = R\ {0}, C* = C\ {0}, 2Z a péaros egészek halmaza, 2Z + 1 a paratlan egészek
halmaza.

Az iires halmaz (egyetlen eleme sincs) jele: (). Az A és B halmazokat egyenl6knek
nevezziik, ha ugyanazok az elemei, azaz Vr:x € A< x € B, jel. A=B.

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme B-nek is eleme, azaz
Ve:x e A=z € B, jel. ACB.

Jegyezziik meg, hogy A = B akkor és csak akkor teljesiil, ha A C B és B C A.

Miveletek halmazokkal. Az A és B halmazok metszete a kozos elemek Osszessége:
ANB = {z|zr € Aésx € B}. Ha ANB = (), akkor azt mondjuk, hogy A és B diszjunkt
vagy idegen halmazok.

Az A és B halmazok egyesitése vagy uniéja azoknak az elemeknek az Gsszessége,
melyek hozzdtartoznak legaldbb az egyik halmazhoz: AU B ={z|lx € A V = € B}.

Itt vV a "logikai vagy” miivelet, A pedig a ”logikai és” miivelet.

Az A\ B kiilénbséghalmaz az A olyan elemeinek a halmaza, melyek nem tartoznak
a B-hez: A\ B={z|lxr € A N © ¢ B}.

Ha A C E, akkor E \ A-t az A halmaz E-re vonatkoz6 kiegészité vagy komple-
menter halmazinak nevezziik, jelolés: C z(A). Ha E, neve alaphalmaz, rogzitett,
akkor a C(A) vagy A jeldléseket is hasznéljuk.

Az A és B halmazok szimmetrikus kiilonbsége az AAB = (A\ B)U(B\ A) halmaz.

1.A.1. Tétel. Ha A, B,C C E tetszbleges halmazok, akkor

1) (AnB)NC=AN(BNC), (AUB)UC =AU (BUQC) (asszociativitas),

2)ANB=BnNA, AUB=BUA (kommutativitds),

3) AN(AUB)=A, AU(ANB)= A (abszorbcié),

4) AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUCQC) (disztributivitas),

5) Aul,(A)=E, AnCgz4) =0,

6) C(AnB)=C0(A)ul(B), C(AuB)=C(A)NC(B) (de Morgan képletek),

7VANA=A AUA=A,

8)C(C(A)=A, A\B=ANnC(C(B),

9) AAB=(AUB)\ (AN B),

10) AAB = BAA, AA)=A, AAA=1

11) (AAB)AC = AA(BAC),

12) AN (BAC)=(ANB)A(ANC). O
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Az A és B halmazok Descartes-szorzatdnak nevezziik az
Ax B={(z,y) :x € A N y € B} halmazt. Itt (z,y) rendezett elempart jelol, ahol
lényeges az elemek sorrendje: (z,y) = (z,t) akkor és csak akkor, ha © = z és y = ¢.

Ha A és B elemeinak a szama m, illetve n (m,n € N*), akkor A x B elemeinak a
szama mn.

1.A.2. Példa. ¢ A ={1,2,3}, B ={a,b} esetén A x B ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),
(3,0), (3,b)}.

Altaldnosan, az A, A,, ..., A halmazok Descartes-szorzata A, x A, x ... x A =
{(z),29,.02,) 12, € Ay N xy € Ay Ao ANz, € A}, ahol (z),2,,...,2,) Gn.
rendezett elem n-es. Ha A, = A, = ... = A = A, akkor jelolés: AxAx..xA= A"

Példaul, R2? és R3 azonosithaté a sik, illetve a tér pontjainak halmazdval.

Az A halmaz részhalmazainak az 6sszességét P(A)-val jeloljiik:

P(A) ={B: B C A}, ez az A hatvanyhalmaza.

Ha A elemeinek a szama n (n € N*), akkor a részhalmazok szadma 27, azaz a
hatvanyhalmaz 2" elembdl all.

1.A.3. Feladatok. ¥ 1. Milyen A és B halmazokra igaz, hogy A\ B= B\ A ?

v 2. Ha AN C =0, akkor igazoljuk, hogy A\ (B\ C)=(A\ B)\ C.

Vv 3. Hatarozzuk meg a kovetkezd halmaz elemeit:

A={(r,y) eNxN | 2? - (y+1)* =12}.
Vv 4. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmaz elemeit:
B ={(z,y) € Nx N | 2% + 2% = 5}.

Vv 5. Igazoljuk, hogy ha ANC =BNC é AUC = BUC, akkor A = B.

Vv 6. Igazoljuk, hogy ha A, B, C, D tetsz6leges halmazok, akkor:

a) (ANB)x (CND)=(AxC)Nn(B x D).

b) Az (AUB) x (CUD) = (A x C)U (B x D) &llitds nem igaz éltalaban.

c) (AUB)xC=(AxC)U(Bx(C).

d) (A\B)xC=(AxC)\ (BxC).

1.B. Relacidk

Legyenek A és B tetszbleges halmazok. Binaris relaciénak, roviden relacionak
nevezziikk a p = (A4, B, R) rendszert, ahol R C A x B.

Itt az R halmaz a p grafikonja, jeldlés: (a,b) € R < apb, olvasd: a p reliciéban
van b-vel. Ellenkez6 esetben (a nincs p relaciéban b-vel) a jelolés: (a,b) € R < a gb.

Azt mondjuk, hogy p homogén relacié, ha A = B; p az iires relacié, ha R = 0; p
az univerzalis relacié, ha R = A x B.

Az A halmazon értelmezett diagondlis relaciénak nevezzik az 1, = (4,A4,A ),
A, ={(a,a):a € A} relaciét. Itt al ,b < a =b.

A p relaciét gyakran azonositjuk R grafikonjaval, igy A X B az univerzalis reldcid, ()
az Ures reldcié, A , pedig a diagondlis relacio.

1.B.1. Példdk. e 1) Legyen A = {a,b,c,d},B = {1,2} és p = (A, B, R), ahol
R ={(a,1),(a,2),(b,2),(c,1)}. Itt példaul apl,ap2 és c p2.

e 2) Egy sik hdromszogeinek A halmazaban a hasonldsagi relacié grafikonja A x A-nak
az a részhalmaza, mely az egymassal hasonlé haromszogparokbol all.

e 3) Az egész szamok Z halmazan értelmezett oszthatdsagi reldcié a kovetkezd ho-
mogén relacio: p = (Z,Z, R), ahol R = {(a,b) € Z x Z : a|lb} = {(a,b) € ZXZ :Ic € Z:
b= ac}.
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% e 4) Ha A = () vagy B = (), akkor csak egy p = (A, B, R) relaci6 értelmezhetd, s ez
az ires relacié, melynek grafikonja R = (). %

Legyen p = (A, B, R) egy reldcié és X C A. A p(X) ={be B|3z € X : xpb} halmazt
a p relacié X részhalmazra vonatkozé metszetének nevezziik. Itt p(X) C B. Ha
X = {z} egy egyelemii halmaz, akkor jelolés: p({x}) = p(z) = {b € B : zpb}.

1.B.2. Példa. e Az 1.B.1/1. Példaban adott reldciéra p({a,b}) = {1,2}, p({c,d}) =
{1}7p<a> = {172}7p<d> = 0.

A kovetkez6 tulajdonsiagoknak kizardlag homogén relacidk esetén van értelmiik.

Legyen p = (A, A, R) egy homogén relacié. Ekkor azt mondjuk, hogy p egy relicié
az A halmazon és

a) p reflexiv, ha minden = € A esetén xpxr (Vx € A = xpx), azaz "minden elem
relaciéban van onmagaval”;

b) p tranzitiv, ha minden z,y,z € A,zpy és ypz esetén zpz (Vr,y,z € A :
xpy N\ ypz = xpz), azaz “valahdnyszor, ha egy elem reliaciéban van egy masik elem-
mel és ez utobbi elem relaciéban van egy harmadikkal, akkor az elso is relacioban van a
harmadikkal”;

¢) p szimmetrikus, ha minden x,y € A, zpy esetén ypr (Vr,y € A : zpy = ypx),
azaz “valahanyszor, ha egy elem reldciéban van egy masik elemmel, akkor ez utébbi
elem is relaciéban van az els6 elemmel”;

d) p antiszimmetrikus, ha minden z,y € A, zpy és ypx esetén x =y (Vz,y € A :
xpy Nypr = x = y), azaz ”"valahdnyszor, ha egy elem relaciéban van egy masik elemmel
és ha ez utébbi elem is relaciéban van az elsovel, akkor a két elem egyenl6”;

e) p ekvivalenciarelacid, ha p reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus.

f) p rendezési relacid, ha p reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus. Ekkor (A, p)
neve rendezett halmaz.

1.B.3. Példéak. e 1) Az egész szdmok Z halmazdn az oszthatdsagi relacio reflexiv és
tranzitiv, de nem szimmetrikus és nem antiszimmetrikus, mert példaul 3| — 3 és —3|3,
de —3 # 3.

e 2) Az N* halmazon az oszthatdsag rendezési reldcié és (N*,|) rendezett halmaz.

¢ 3) A Z halmazon az a = b (mod n) < n|a—b kongruencia relacié ekvivalenciarel4cio.

e 4) Az (A, A, A x A) univerzalis relaci6 ekvivalenciareldcio.

Ha p ekvivalenciareldcié az A halmazon, akkor a p(x) = {y € A : zpy} metszeteket,
ahol x € A, ekvivalenciaosztalyoknak nevezziik. Egy rogzitett ekvivalenciaosztalyba
tartoznak az egymassal relacioban 1évé elemek. Az ekvivalenciaosztalyok egy-egy
tetszOleges elemét reprezentansoknak nevezziik. Azt mondjuk, hogy a kivalasztott
elem reprezentalja a megfelel6 ekvivalenciaosztdlyt. Az ekvivalenciaosztalyok hal-
mazat a p-hoz rendelt faktorhalmaznak nevezziik: A/p = {p(z) : x € A}.

1.B.4. Példéak. e 1) A Z halmazon az elébbi, a = b (mod n) kongruencia relaciéhoz
rendelt faktorhalmaz Z/p = {0,1,2, ...,n/—\l}, ahol k = {r€Z 2=k (modn)}=
={.,k—=2nk—n,k,k+n,k+2n,..}.

2) Ha n = 6, akkor a (mod 6) kongruencia reldciéhoz tartozé ekvivalenciaosztélyok:
sa, de 7,13, —5 is reprezentansak.

3) AJ/1,={{z}:x€ A} és A/(A x A) = {A}.

Legyen A egy nemiires halmaz és legyen (B,),.; az A részhalmazainak egy rendszere
(itt I egy tn. indexhalmaz): B, C A minden i € I-re. Azt mondjuk, hogy (B,);.; egy
osztalyfelbontasa vagy osztalyozasa A-nak, ha

a) B, #0,Viel,
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b) B,NB; =0, Vi,j € I,i+# j, azaz barmely két kiilonbozé részhalmaz diszjunkt,

c) A= U, B;, azaz a (B,),-beli részhalmazok unidja az adott A halmaz.

1.B.5. Példa. e Az A ={1,2,3,4,4,6} halmaznak a B, = {1,2}, B, = {3,4},B; =
{5}, B, = {6} részhalmazok egy osztalyfelbontasat adjak.

A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy az ekvivalenciareldacidk és az osztalyfelbontasok
kolesonosen meghatarozzak egymast. Ha ugyanis adott egy ekvivalenciarelacio, akkor
gyljtsiik 6ssze az egymassal relaciéban levo elemeket és egy osztalyfelbontast kapunk.
Ha pedig adott egy osztalyfelbontas, akkor képezziik azt a relaciét, mely szerint 2 elem
relaciéban van, ha ugyanahhoz az osztalyhoz tartoznak. Ez ekvivalenciarelacié lesz.
Pontosabban,

1.B.6. Tétel. Legyen A egy nemiires halmaz.

1) Ha p egy ekvivalenciareldcié az A-n, akkor az A/p = {p{x) : © € A} faktorhalmaz
egy osztalyfelbontasa A-nak.

2) Legyen (B,),c; egy osztdlyfelbontdsa A-nak és értelmezziik a kovetkezd reldciot:
p=(A,A R), ahol R = U, ;(B; x B,), azaz xpy < Ji € I : x,y € B, (v ésy ugyanahhoz
a B,-hez tartoznak). Akkor p ekvivalenciarelacié az A-n. [

1.B.7. Feladatok. ¥ 1) Legyen A = {1,2,3,4}.

a) Ha p={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(3,2),(2,3), (1, 3),(3,1)}, hatdroz-
zuk meg a megfelel6 osztalyfelbontast.

b) Ha m = {{1,2}, {3}, {4}}, hatdrozzuk meg a megfelel§ ekvivalenciarelaciét.

v 2. Az Nx N halmazon a p reldciét igy definidljuk: (a,b) p(c,d) < a+d=b+c.

Igazoljuk, hogy p ekvivalenciarelacio.

v 3. A komplex szamok halmazéan tekintsiik a p; és p, relcidkat, ahol zp,w & |z| =
lw| és zp,w & 2z = w = 0 vagy argz = argw. Igazoljuk, hogy p, és p, ekvivalencia-
relacidk és dbrazoljuk grafikusan a C/p, és C/p, osztalyokat.

v 4. Adjuk meg az Osszes ekvivalenciareldciét az A = {1, 2,3} halmazon.

Vv 5. Az A halmazon értelmezett p homogén relacié neve cirkularis reldcid, ha
Ve,y,z € A xzpy,ypz = zpzx. lgazoljuk, hogy p ekvivalenciarelacié akkor és csak
akkor, ha p reflexiv és cirkuléris.

Utmutatas. Ha p reflexiv és cirkuléris, akkor szimmetrikus, mert ha xpy, akkor
xpy,ypy (reflexivitds miatt) = ypx és tranzitiv, mert zpy,ypz = zpr = xpz (szim-
metria).

Vv 6. Hol a hiba a kovetkezében? “Minden szimmetrikus és tranzitiv p relacié reflexiv.
Bizonyitéas: ha xpy, akkor a szimmetria miatt ypzx, innen xpy és ypx, tehat xpzr, mert a
relacié tranzitiv.”

Utmutatds. Az llitds nem igaz. Adjunk ellenpéldat. A “bizonyitdsban” ott a hiba,
hogy feltételeztiik, hogy adott x-hez van olyan y, hogy relacioban legyenek, ilyen y nem
biztos, hogy létezik.

1.C. Fiiggvények

Az f = (A, B,F),F C A X B relaciét fliggvénynek (vagy leképezésnek) nevezziik,
ha minden a € A esetén az f(a) metszet egyelemii részhalmaza B-nek. Ez azt jelenti,
hogy az f fliggvény az A halmaz minden elemének megfelelteti a B halmaz egy és csak
egy elemét.

Ha f = (A, B, F) egy fliggvény, akkor A-t az f értelmezési halmazanak vagy
értelmezési tartomanyanak nevezziik, jelolés A = dom f (f doméniuma). A B hal-
maz az f értékkészlete, jelolés B = codom f (f kodoméniuma), az f(A) metszet az
[ figgvény értéktartomdanya vagy képe, jelolés f(A) = Im f, F pedig a fliggvény
grafikonja.
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Ha f = (A, B, F) egy fliggvény, akkor a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

f: A — B vagy AL B Haac A, akkor az f(a) = {b} egyenldséggel meghatirozott
b € B elem jelolése b = f(a) vagy a+— b= f(a).

Megjegyzések. a) Az f : A — B és f': A’ — B’ fuggvények akkor és csak akkor
egyenléek (f = f'),ha A=A’ B =B’ és f(a) = f(a’) minden a € A esetén.

b) Ha f : A — B egy fiiggvény és X C AY C B,y € Y, akkor f(X) = {b €
B|3z e X : f(x) =b} ={f(x) : v € X} az X részhalmaz képe az f fliggvényben,
fFUAY)={a€c A3yeY : fla) =y} ={ac A: f(a) € Y} az Y inverz képe f-ben,
Y = {y} esetén f~1({y}) = [~ (y) ={a € A: f(a) = y}, a fliggvény grafikonja pedig
F={(a, f(a) :a € A}.

1.C.1. Példak. e 1) A fenti 1. Példaban szerepl6 relacié nem fliggvény, mert példaul
pla) = {1,2} kételeml halmaz. A p' = (A,B,R'),A = {a,b,c,d},B = {1,2}, R’ =
{(a,1),(b,1),(c,2),(d,2)} relacié fiiggvény.

2) Barmely A halmaz esetén az 1, = (A, A, A ,) diagonalis relici6 egy fiiggvény,
ennek neve az A halmaz identikus fiiggvénye: 1, : A — A, 1,(a) =a minden a € A
esetén.

Injektiv, sziirjektiv és bijektiv fliggvények. Legyen f : A — B egy fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy

f injektiv, ha A kiilonb6z6 elemeinek kiilonboz6 képelemek felelnek meg, azaz, ha
Vo, 2y € A,z # 2y = f(2,) # f(2,). Ez egyenértéki a kovetkezo éllitassal: Vo, x, €
A, f(xy) = f(zy) = 2 = @y;

f sziirjektiv, ha B-nek minden eleme képelem, azaz, ha Vy € Bz € A : f(x) = y.
Ez a feltétel igy is irhaté: f(A) = B;

f bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv, azaz, ha Vy € B 3! x € A (létezik egy és csak
egy z € A): f(z) =y.

1.C.2. Példdk. ¢ Az f: R — R, f(x) = 22 fliggvény nem injektiv, mert pl. —1 # 1
és f(—1) = f(1) =1 és nem is sziirjektiv, mert pl. y = —1 € R esetén nem létezik x € R
ugy, hogy f(z) = 22 = —1 legyen.

e A g:[0,00) — R, g(x) = 22 fliggvény injektiv és nem sziirjektiv,

h:[0,00) — [0,00), h(z) = 22 pedig injektiv és sziirjektiv, tehat bijektiv.

e Barmely A halmaz esetén az 1, identikus fliggvény bijektiv.

Az f: A— Bésag: B — C fliggvényeknek ilyen sorrendben vett 6sszetétele (vagy
(kompoziciéja) vagy szorzata) az a go f : A — C fliggvény, amelyre (g o f)(a) =
g(f(a)) minden a € A-ra. Ez az a leképezés, amelyet el6bb az f majd a g leképezés
egymasutani végrehajtasa révén kapunk.

A g(f(z)) fiiggvényben a g-t kiils6, az f-et pedig belsé fliggvénynek nevezziik.

1.C.3. Tétel. a) Ha f : A — B,g: B — C,h : C — D tetszdleges fiiggvények,
akkor

(hog)of=ho(gof),

azaz a fiiggvények szorzasa asszociativ.

b) Minden f : A — B fiiggvényre
fol,=1z0f=F.

c¢) A fiiggvények szorzasa nem kommutativ.
Bizonyitds. a) A definici6 alapjan (hog)o f: A— D és ho(go f): A— D, tehat
mindkét esetben A az értelmezési halmaz és D az értékkészlet, tovabba minden a € A-ra

((hog)of)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))) é (ho(gof))(a) = h((gof)(a)) = h(g(f(a)))-
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c) Legyen példaul f,g : R — R, f(z) = x + 3 és g(x) = 22. Akkor (go f)(x) =
g(f(z)) = gl +3) = (z +3)* & (fog)(x) = f(9(x)) = f(z?) = 2* + 3, ahonnan
kovetkezik, hogy go f # fog. [

Ha f: A — B egy bijektiv fiiggvény, akkor az f inverz fliggvénye az f~1: B — A,
f~1(b) = a < f(a) = b fuggvény. Ekkor az f~1 fiiggvény is bijektiv és f~! inverze az
eredeti f fliggvény : (f~1)~1 = f. Igaz tovdbb4, hogy

f_lof:1A7 fof_lz]_B.

1.C.4. Feladatok. Vv 1. Hatarozzuk meg mindazokat az f : R — R fiiggvényeket,
amelyekre 2f(z) +3f(1 —x) =4x — 1, Vz,y € R

Megoldas. x helyett (1 — x)-et irva: 3f(z) + 2f(1 — x) = —4z + 3, az eredetivel
egylitt ez egy egyenletrendszer. Kapjuk, hogy: f(x) = —4x + 11/5.

Vv 2. Hatarozzuk meg mindazokat az f : R — R fliggvényeket, amelyekre
f(@) = f(—x) =a?, Vaz,yeR.

Megoldas. = = l-re: f(1)— f(—1) =1,z = —1-re: f(—1)— f(1) =1, ellentmondés,
nincs ilyen fiiggvény.

v 3. Igazoljuk, hogy f : R — R, f(z) = 22* 4+ 323 + 4 nem injektiv fiiggvény,
g:R =R, g(z) =23+ x + 2 pedig injektiv fiiggvény.

Megoldés. f(z) = 23(2x+3) +4, itt 23(2x+3) = 0, ha x = 0 vagy = = —3/2, tehat
f(0) = f(—3/2) =4, f nem injektiv.

Ha g(z,) = g(z,), akkor 23 + x, = 23 + z,, (v, — xy) (2} + 2,2, + 25 + 1) = 0, ahol
a mésodik zérdjel (% + x,/2)? + 3x3/4 + 1 # 0, tehdt x, = z,, g injektiv.

Vv 4. Injektivek-e, sziirjektivek-e, illetve bijektivek-e a kovetkezo fliggvények:

a) £:{1,2,3} — {a,b,c}, f(1) = b, (2) = e, /(3) =

b) f:Z—Z, f(r)=2x+1, c) f:R—=R, f(r)=2zx+1,

d) f:R—=R, f(z) =322 +4, e) f:Z—1Z,f(x) =—x2+4x.

f) f:R->R, f(z) =2 — 222+ 3.

Vv 5. Legyenek A és B egyenl szamossagu véges halmazok és legyen f : A — B egy
fiiggvény. Igazoljuk, hogy a kovetkezo allitasok egyenértékiiek:

i) f injektiv, ii) f sziirjektiv, iii) f bijektiv.

Vv 6. Hatarozzuk meg az f o g és g o f Osszetett fiiggvényeket, ahol

a) g R—R, flr)=a+1,g(@)=3c+1, b)fg:R—R, f(z) =a® -2,
g(z) =1 -2z,

¢c) ,Lg:R->R, f(r)=2x—1ésg(x)=2,hax <1, g(x) =242, hax>0.

Vv 7. A kovetkezo fliggvények koziil melyeknek van inverze 7 Ha létezik inverz, adjuk
meg !

a) f:R—-R, f(x) =x+1, b) f:R—=R, f(z) =4z + 2,

¢) f:N—=N, f(z) =4z +2, d) f:R—=R, f(z) =22 +3.

v 8. Legyen f: A — B egy fiiggvény. Az A halmazon az a, pa, & f(a;) = f(ay)
eloirassal értelmezett p relaciét az f magjanak nevezziik, jelolés: p = ker f.

Igazoljuk, hogy a) ker f egy ekvivalenciarelacié az A hamazon,

b) f injektiv & ker f =1,

Utmutatas. a) Azonnali, hogy a ker f relaci6 reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv,
mert az ”=" relacié is az.

b) Ha f: A — B egy tetszoleges fiiggvény, akkor Va,,a, € A: a1 a5 = a; = a, =
f(ay) = f(ay) = a, ker f a,, Tovabbé, ha f injektiv és a, ker f a,, akkor f(a,) = f(a,),
ahonnan a, = a,, azaz a, ker f a,. Forditva, ha Va,,a, € A : a, ker fa, = a,1 ,a,,
akkor Va,,a, € A: f(a,) = f(a,) = a; = a, és kivetkezik, hogy f injektiv.
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Vv 9. Legyen f: A — B és g: B — (C két fiiggvény. Igazoljuk, hogy:
a) Ha f és g injektiv (sziirjektiv), akkor g o f is injektiv (sziirjektiv).
b) Ha g o f injektiv (sziirjektiv), akkor f injektiv (g sziirjektiv).

c) Ha g o f injektiv és f sziirjektiv, akkor g injektiv.
d) Ha g o f sziirjektiv és g injektiv, akkor f sziirjektiv.

1.D. Halmazok szamossaga

Az A és B halmazokat ekvivalens halmazoknak nevezziik, ha létezik egy f: A — B
bijektiv fiiggvény. Jelolés: A ~ B. Ez egy, a halmazokra vonatkozo relacié.

1.D.1. Tétel. A ~ relacié egy ekvivalenciarelacio.

Bizonyitas. Ha A egy tetszileges halmaz, akkoraz 1, : A — A, 1,(a) = a fliggvény
bijektiv, tehat ~ reflexiv. Ha A ~ B és B ~ C, akkor léteznek az f : A — B és
g : B — C bijektiv fiiggvények. Mivel go f : A — C'is bijektiv, kovetkezik, hogy A ~ C,
tehat ~ tranzitiv. Ha f : A — B bijektiv, akkor f~! : B — A is bijektiv, tehdt ~
szimmetrikus. [

Az A halmaz ekvivalenciaosztalyat az A szamossaganak vagy kardinalis szama-
nak nevezziik. Jelolés: |A| = {B: A ~ B}.

Barmely halmazt 6sszehasonlithatunk olyan halmazokkal, amelyek elemei természetes
szamok. Azt mondjuk, hogy az A halmaz véges és n szamossagui, ahol n € N* ha A
ekvivalens az {1,2,3,...,n} halmazzal: A ~ {1,2,3,....,n}, vagy ha A = (0. Jelolés:
|Al =n,n € N*, |0] =0. |0] = 0. Egy halmaz végtelen, ha nem véges.

Az N halmaz végtelen, szdmossaga [N| = R, (alef null), itt X a héber abécé elsé betiije.

Az N, szdmossdgu halmazokat megszamlalhatéan végtelen halmazoknak nevez-
zuk. fgy egy A halmaz akkor és csak akkor megszamlilhatd, ha létezik egy f: N — A
bijektiv figgvény. Ez azt jelenti, hogy az A halmaz elemei egy végtelen sorozatba
rendezheték, amelyben nincs ismétlédés, azaz A felirhaté A = {a,, a,, ..., a,,, ...} alakban.

Példaul az egész szamok 7Z halmaza megszamlalhatd, mert
Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,4, -4, ...}, itt

n’

0, ha n =0,
f:N—Z, fn) = ”TH, ha n pératlan ,
—%, hamn pdros ,

bijektiv fliggvény.

A raciondlis szamok Q halmaza is megszamlalhaté. A valés szamok R halmaza nem
megszamlalhato.

1.D.2. FELADATOK. V¥ 1. Hatarozzuk meg a kovetkezé halmaz elemeinek a szdmat:

C ={(z,y) € N* x N* | 22 4+ 3y = 2000}.

Vv 2. Ha A, B, C tetszbleges véges halmazok, akkor

a) |AUB| = |A[ +[B| — |AN B,

b) [AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|.
Altaldnosités.

v 3. Legyenek A és B véges halmazok, |A| =k, |B| = n.

a) Hény f: A — B fuggvény van 7 Vilasz: nk.

b) Hany f : A — B injektiv fiiggvény van 7 Valasz: n(n—1)(n—2)---(n—k+1).
c¢) Ha k = n, akkor hany bijektiv fiiggvény van ?  Valasz: n! = n(n—1)(n—2)---2-1.

V¥ 4. Mutassuk meg, hogy N* x N* ~ N*,

Utmutatds: Tekintsiik az f : N* x N* — N*, f(m,n) = 2m=1(2n — 1) fiiggvényt.
Igazoljuk, hogy f bijektiv.
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2. Algebrai miveletek

2.A. Algebrai miiveletek

Legyen S egy nemiires halmaz és ¢ : SxS — S, (x,y) — p(x,y) egy fliggvény. -t az
S halmazon értelmezett (algebrai) miiveletnek nevezziik és azt mondjuk, hogy (.5, ¢)
egy grupoid. Jelolés: p(x,y) = = *y (vagy x oy, xAy, stb.), a grupoid pedig (5, *)
(vagy (S,0), (S,A), stb.).

2.A.1. Példak. e (Z,+), (R,:), (2Z,+) grupoidok, ahol ”+” és 7.7 a szokdsos
Osszeadas, illetve szorzas,

e (N, —) és (2Z+1,+) nem grupoidok, itt ”—" nem miivelet az N halmazon, mert pl.
3—T7T=—-4¢N.

Ha egy halmazon legalabb egy algebrai miiveletet értelmeziink, akkor algebrai
strukturarél beszéliink. Pl. a grupoid, a félcsoport és a csoport egymiiveletes algebrai
strukturak, a gytrl és a test kétmiiveletes algebrai struktirak.

Ha o(z,y) = x xy egy tetszéleges miivelet, akkor ezt gyakran multiplikativ
irasmaéddal jeloljiikk: ¢(x,y) = x -y = zy, amelyet az = és y szorzatinak neveziink, itt
x és y a szorzat tényezoi.

Hasznélatos az additiv irdsmoéd is: ¢(z,y) = = + y és ezt az x és y Osszegének
nevezzik, itt x és y az osszeg tagjai.

2.A.2. Feladat. v Algebrai strukturat alkot-e

i) N a szorzésra nézve ii) {2n + 1 : n € N} az 6sszeaddsra nézve

ili) 27 az Osszeadasra nézve iv) R* az osztasra nézve.

V) Z az xxy = yxz—jrll megfeleltetéssel.

2.B. Asszociativitas, kommutativitas, félcsoport. Az S halmazon értelmezett
* miivelet asszociativ, ha minden z,y, z € S esetén (v *y)*2z = x* (y*z). Ekkor (5, *)
neve félcsoport.

2.B.1. Példak. e (Z,+), (R,-) félcsoportok,

e 7Z-n a kivondas miivelet: Vx,y € Z: x —1y € Z, de ”—" nem asszociativ, mert pl.
B-7)—-1=-5#-3=3—-(7—-1).

Az S halmazon értelmezett * miivelet kommutativ, ha minden x,y € S esetén x*xy =
y * x. Ha az S-en értelmezett * miivelet kommutativ, akkor (S, *) neve kommutativ
grupoid. Ha az S-en értelmezett x miivelet asszociativ és kommutativ, akkor (S, x*)
neve kommutativ félcsoport.

2.B.2. Példak. e (Z,+), (R, ) kommutativ félcsoportok,

e nem kommutativ miiveletek pl. a matrixok szorzasa és a fliggvények Osszetétele
(kompozicidja), pontosabban pl. a 2 x 2-es Z-beli elemekbdl allé métrixok M,(Z) hal-
mazan a szorzas nem kommutativ, de specidlis matrixhalmazokon a szorzas lehet kom-
mutativ, ldsd 2.B.3/ 1. Feladat.

2.B.3. Feladatok. V¥ 1. Igazoljuk, hogy az

s={(z 0): ez,

halmaz a matrixok szorzasaval kommutativ félcsoport.
Vv 2. Mutassuk meg, hogy
a) az N* halmazon az = x y = x¥ miivelet nem kommutativ és nem asszociativ,
b) az S = [0,00) halmazon az x x y = % miivelet nem asszociativ, de kommutativ,
¢) az S = (0,00) halmazon az z * y = z'™¥ miivelet kommutativ és asszociativ.
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2.C. Altalanositott asszociativitds és kommutativitds. A kovetkezd 2 tételben
a multiplikativ frasmoédot hasznaljuk.

2.C.1. Tétel. (dltaldnositott asszociativitas) Ha ”-” egy, az S halmazon értelmezett
asszociativ miivelet, n € N,n > 1 és aq,a,,...,a, € S, akkor az a,a,...a, szorzat értéke
nem fiigg a zarojelezéstil, csak a tényezok sorrendjétol fiigg.

% Bizonyitas. Azt mutatjuk meg, hogy minden szorzat egyenl a

b=(...(a;ay)a3)a,...)a,

szorzattal.

n-szerinti indukciéval bizonyitunk. Ha n = 1 vagy n = 2, akkor ez evidens, n = 3-ra
pedig kovetkezik az asszociativitasbol. Tegylik fel, hogy n > 4, s hogy ez a tulajdonsag
igaz minden k tényezOs szorzatra, ahol k£ < n.

Egy tetszlleges szorzat b,b, alaki, ahol b, az aq,a,,...,a,, elemeknek ebben a sor-
rendben vett szorzata, b, pedig az a,,  ,qa,, .., a, elemeknek ebben a sorrendben vett
szorzata valamely m-re, ahol 1 < m < n — 1. Példaul, ha n = 4, akkor (a,a,)(aza,)
esetén m = 2, (ay(aya3))a, esetén pedig m = 3.

Ha m =n — 1, akkor az indukciods feltétel miatt

b, = (...((aya5)asy)...)a, 4, by=ua,, bby=0>.

Ha 1 <m < n— 2, akkor b;-re és b,-re is alkalmazzuk az indukciés feltételt, majd az
asszociativitast:

b,b, = ((...((alaz)a?))...)am)((...((am+1am+2)am+3)...)an) =

= ((("'((a1a2)a3)"')am)(("‘((am+1am+2)am+3)"')an—l)) Ay -

Most az a,, elétti tényezékre hasznélva ismét a feltételt (k =n — 1), kapjuk, hogy

biby = (.-.((aya5)as)...)a,, = b,

azaz a tulajdonsag igaz k = n-re. Ul

2.C.2. Tétel. (altaldnositott kommutativitas) Ha ”-” egy, az S halmazon értelme-
zett asszociativ és kommutativ miivelet, n € N,n > 1 és ay,a,,...,a, € S, akkor az
a,ay...a,, szorzat értéke nem fiigg a tényezlk sorrendjétol.

Bizonyitas. Ezt is indukciéval lehet bizonyitani. Itt csak arra hivatkozunk, hogy
egy adott szorzatbdl kiindulva a tényezék tetszéleges sorrendjéhez (permutacidjahoz)
eljuthatunk szomszédos elemek cseréjének egymas utani alkalmazéasaval, s hasznalva az
altalanositott asszociativitast. Pl. n = 4-re

ayG5a30, = ay(ay05)a, = a,(aza,)a, = (a,a5)aya, = (aza,)aya, = aza,a,a, = ... 0O

2.D. Semleges elem

Legyen (S, *) egy grupoid. Az e, € S elem bal oldali semleges elem, ha minden
x € Sesetén ey xx =x. Az e; € S elem jobb oldali semleges elem, ha minden z € .S
esetén x x e; = x. Tovabbd e € S elem (kétoldali) semleges elem vagy neutrélis
elem, ha minden x € S esetén exx = x xe = x.



Absztrakt algebra I. (2005) 11

2.D.1. Példédk. e (Z,+)-ban e = 0 semleges elem, (R, -)-ban e = 1 semleges elem,

e Legyen S = {a,b,c,d} és xxy = x, Vz,y € S, itt S minden eleme jobb oldali
semleges elem és bal oldali semleges elem nem létezik.

2.D.2. Tétel. Ha (S,x*) egy grupoid és létezik egy e, € S bal oldali semleges elem
és létezik egy e ;€ S jobb oldali semleges elem, akkor e, = e ;=€ semleges elem.

Bizonyitds. Feltétel szerint minden « € S-re ey xx = x és minden y € S-re yxe; = y.
Legyen x =e; és y = ¢,, akkor e, xe; =¢;, ¢, *€; = ¢,, ahonnan ¢, =e;. U]

Innen azonnali, hogy

2.D.3. Kovetkezmény. Ha egy grupoidban létezik semleges elem, akkor az
egyértelmiien meghatarozott (ezért ekkor ”a” semleges elemrdl beszéliink). [

Multiplikativ irasmdd esetén a semleges elem neve egységelem, ezt e-vel vagy 1-gyel
jeloljiik, additiv irasmod esetén a semleges elem neve zéruselem, ennek jeldlése 0.

Az egységelemes félcsoportot sok szerz6 monoidnak nevezi.

2.D.4. Feladat. ¥ Az R halmazon tekintsiik az = * y = x + y + zy miveletet.
Igazoljuk, hogy ez a miivelet asszociativ, kommutativ és rendelkezik semleges elemmel.

Igazoljuk, hogy ”*” miivelet az [—1,00) halmazon, azaz V x,y € [-1,00) = z*y €
[—1, 00).

2.E. Szimmetrikus elem. Legyen (S,x*) egy egységelemes (semleges elemes)
grupoid, az egységelem e. Az x € S elemnek z; € S bal oldali szimmetrikusa,
ha z, *xx = e, az x € S elemnek z; € S jobb oldali szimmetrikusa, ha z x 2/ = e és
r-nek x’ € S szimmetrikusa, ha 2’ *x ¢ = = x 2’ = e. Ha z-nek 1étezik szimmetrikusa,
akkor azt mondjuk, hogy = szimmetrizalhaté.

2.E.1. Példéak. e (Z,+)-ban minden z szimmetrizalhat6 és 2/ = —z, (R, -)-ban az
egységelem az e = 1 és minden x # 0 szimmetrizdlhat6: ' = z=! = 1/2, x = 0 nem
szimmetrizalhato,

e Ha (S, *) egységelemes grupoid, akkor az e egységelem szimmetrizalhat6 és
szimmetrikusa onmaga: e’ = e,

e Legyen S = {e,a, b} és egy ”+” miivelet, amelynek miivelettabldja, in. Cayley-féle
miuvelettablaja:

|

N O
R OB
IO IE S S
QO oo

Itt e a semleges elem és a miivelet kommutativ, mert a miivelettabla szimmetrikus a
foatlora nézve, tovabba axa = e, axb = bxa = e, tehat a-nak a is és b is szimmetrikusa.

2.E.2. Tétel. Ha (S,x*) egy egységelemes félcsoport (a miivelet asszociativ) és az
z € S elemnek létezik x;, bal oldali szimmetrikusa és létezik x’; jobb oldali szimmetrikusa,
akkor zj = x’, = 2’ az x szimmetrikusa.

Bizonyitas. Feltétel szerint

wg:xg*e:xg*(m‘*x;):(xg*x)*x;:e*x;:a:;.. O

2.E.3. Kovetkezmény. Ha egy egységelemes félcsoportban egy elemnek létezik
szimmetrikusa, akkor az egyértelmiien meghatarozott. [

Multiplikativ {rdsmdéd esetén a szimmetrikus elem neve inverz elem, ezt x—!-nel
jeloljik, s azt mondjuk, hogy x invertalhatd, additiv irasmdd esetén a szimmetrikus
elem neve ellentett elem, ennek jelolése —z.
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Az elébbi példdban a miivelet nem asszociativ, pl. (b*b)*a =a*xa = e ésbx*(bxa) =
b e = b, ezért fordulhat el6, hogy egy adott elemnek két szimmetrikusa is van.

2.E.4. Tétel. Ha (S, ) egy egységelemes félcsoport és x,y € S invertalhatck, akkor
az xy elem is invertalhaté és (zy)' = y'x’, tovabba (z') = x.

Bizonyitas.

2 )(zy) =y (@ )y =vey=yy=e, (2y)ya') =a(yy )2’ =zex' =xa’ =e. O

Multiplikativ frdsméddal: (xy)~! = y~lz—t, (z=1)~! = 2. Ha kommutativ a miivelet,
akkor (zy)’ = z'y’, de nem kommutativ esetben lényeges a sorrend.

2.E.5. Feladat. V¥ Legyen Z[i] = {a + bi : a,b € Z} C C. Igazoljuk, hogy (Z[i],-)
kommutativ egységelemes félcsoport. Melyek az invertalhaté elemek 7

Valasz: +1,+i, mert ha z = a + bi € Z[i], akkor z—1 = % = aibi = o — agibgi,
itt a,b # 0 esetén |a| < a? + b2, |b] < a® + b? és ekkor z=! ¢ Z[i]. Ha a = 0, akkor
z~! = —1i € Z[i] alapjan b = £1, hasonléan, ha b = 0.)

2.F. Elem hatvanyai

Legyen (5, -) egy egységelemes félcsoport és x € S. Ertelmezziik x hatvanyait:

r=r,x°=x-x,..,% =z"-z, neNn>1 2'=e.

Azonnali, hogy xz"z™ = zn*t™ és (™)™ = 2™ minden n,m € N esetén.
2.F.1. Tétel. Ha az (S,-) egységelemes félcsoportban az x € S elem invertilhaté
akkor x™ is invertalhat6 minden n € N-re és

Bizonyitas.
(Y =grxz e o =g p (e N o = = O
S S
n n n—1 —e n—1
Additiv jeloléssel:

le=z2z=z+z,...,n+1)z=nr+z, neNn>1 0zx=0, —(nz)=n(—z).

% 2.G. Kongruenciarelacio félcsoportban

Legyen (5, -) egy félcsoport és p egy ekvivalenciareldcié S-en. Azt mondjuk, hogy p
egy kongruenciarelacio S-en, ha p kompatibilis a félcsoportbeli miivelettel, azaz

Vo, o'y, y' €S wpx, ypy' = ayp 'y

(a p szerinti kongruenciak Osszeszorozhatok).

2.G.1. Példa. e (R, ) félcsoport és az ”=" egy kongruenciarelécio.

S-nek egy p kongruenciarelacidhoz tartozé osztéalyozasat, vagyis az S/ p faktorhalmazt
kompatibilis osztalyozasnak nevezziik.

Ha (S, -) egy félcsoport és X, Y C S, jelolje XY = {ay:x € X,y € Y}.

2.G.2. Tétel. Legyen p egy ekvivalenciarelacié az S félcsoporton. Akkor egyenérté-
kiiek a kovetkezé6 allitasok:
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a) p kongruenciareldcio,

b)VX,YeS/p=3Z€S/p: XY C Z.

Bizonyitas. A definicié alapjan. Részletezve:

"a) = b)” Legyenek tetszéleges X, Y € S/p és legyenek z € X,y € Y tetszleges
reprezentansok, azaz X = p(z),Y = p(y).

Legyen Z = p(xy) az xy osztalya. Akkor Vo' € X,y € Y = zpx',ypy = zypx'y’ =
'y € pley) = Z, azaz XY C Z.

"b) = a)” Legyen Vx,z’,y,y’ € S : xzpx!, ypy. Jelolje X = p(z) = p(z’) és
Y = p(y) = p(y’). Feltétel szerint 1étezik Z = p(z) € S/p dgy, hogy XY C Z.

Akkor zy € XY C Z, x'y' € XY C Z. Tehat xypz, 2’y pz = xypx'y’. O

2.G.3. Feladat. ¥ Ha (S, ) egy félcsoport és p egy kongruenciareldcié S-en, akkor

Ve, o',y € G : zpx’ = zypx'y, yzpyzr' (egy kongruencidt lehet szorozni jobbrdl ill.
balrdl egy tetsz6leges elemmel).

Megoldas. Ha zpx’, akkor mivel ypy (reflexivitds) kovetkezik, hogy zypz'y és
yxpyz'.

A tovabbiakban a grupoidokkal és félcsoportokkal részletesebben nem foglalkozunk.
A csoport fogalmat a kovetkezd szakaszban adjuk meg. A csoport mar elég altaldanos
ahhoz, hogy a matematika legkiillonb6zébb teriiletein fellelhetd legyen, masrészt elég
specidlis, hogy a csoportokrol dltalaban, vagy az egyes csoporttipusokrél mélyrehato
eredmények legyenek levezethetok.

2.H. Feladatok
v 1. Adott A = {1,-1,4,—i}. Igazoljuk, hogy a szorzds miivelet az A halmazon.
Készitsiik el a miivelettablat.

v 2. Legyen E =R\ {1/V3,-1/V3} és F = {f,, f,, f5}, ahol f,, fo, f3: E — E,

x4+ \/§ xr — \/§
fl(x)_x’ fZ(x)_ 1—1‘\/§, fg(x)_ 1—|—$\/§
Igazoljuk, hogy (F, o) egy algebrai struktira. Készitsiik el a miivelettdblat.

v 3. Vizsgéljuk a kovetkezdé miiveletek tulajdonsagait:

i) m*n =m", ahol m,n € N*,

ii) a * b = v/ab, ahol a,b € (0, 0),

i) xxy =2y —x —y+ 2, ahol x,y € R,

iv) x xy = /2% + y2, ahol z,y € [0, c0),

v) (z,y) + (2,w) = (x + 2,y + w), ahol (z,y), (z,w) € Z x Z.

Vv 4. Hatérozzuk meg a,b € R értékét dgy, hogy az = xy = xy + 2ax + by, z,y € R
miivelet kommutativ és asszociativ legyen.

Vialasz. a=b=0vagya=1/2,b=1.

Vv 5. A Z x Z halmazon legyen (a,b) o (¢,d) = (ac + bd,ad + bc). Igazoljuk, hogy
(Z x Z,0) egy egységelemes félcsoport. Melyek az invertalhaté elemek 7

Vv 6. Legyen S egy n elemi halmaz.

i) Hany miivelet értelmezhets az S halmazon ? (Valasz: nn’)

ii) Ezek koziil hdny miivelet kommutativ ? (Valasz: nn(n+1)/2)

iii) Hany mfiveletre nézve van semleges elem ? (Vélasz: n(n—17+1)

v 7. Ha (5, %) és (S’,0) grupoidok és f : S — S’ olyan fiiggvény, amelyre f(a *b) =
f(a)of(b),¥ a,b € S, akkor f-et miivelettarté fliggvénynek vagy homomorfizmusnak
(morfizmusnak) nevezziik.

Igazoljuk, hogy ha (S, %) félcsoport, akkor (f(.9), o) is félcsoport (félcsoport homomorf
képe félcsoport).
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3. Csoportok és morfizmusok

3.A. A csoport fogalma

A (G,) egységelemes félcsoportot csoportnak nevezziik, ha minden x € G elem
invertalhaté. A (G, -) struktira tehat csoport, ha G-n értelmezett egy (multiplikativ)
miivelet, az in. csoportszorzas, amelyre

(G,) (zy)z = z(yz) minden z,y, z € G-re, azaz a miivelet asszociativ,

(G,) létezik e € G gy, hogy ze = ex = x minden = € G-re, azaz létezik egységelem,

(G5) minden = € G-re létezik =1 € G gy, hogy zz~! = 2~ lx = e, azaz minden
elem invertalhaté.

Ha még teljesiil

(G,) vy = yx minden zy € G-re, azaz a miivelet kommutativ,

akkor kommutativ csoportrdl vagy Abel-csoportrdl beszéliink (Niels Henrik Abel,
XIX. szézadi norvég matematikus).

Ha a G csoportban az z,y elemekre xy = yz, akkor azt mondjuk, hogy z és y
felcserélhet6 elemek. Pl. az e egységelem minden mas elemmel felcserélhetd. A
csoport akkor kommutativ, ha barmely két eleme felcserélhetd.

Azt mondjuk, hogy (G,-) véges csoport, ha a G halmaz véges, ellenkez6 esetben
végtelen csoportrdl beszélink. Ha G halmaz n elemii: |G| = n, akkor n-et a G
csoport rendjének nevezziik és azt mondjuk, hogy G egy n-edrendii csoport.

A tovébbiakban a csoportokra a multiplikativ irasmédot hasznéaljuk. Megjegyezziik,
hogy kommutativ csoportokra szokasos az additiv irasmadd is.

3.B. Példak csoportokra

3.B.1. Példak. e (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) Abel-csoportok,

o (Z,), (Q,-), (R,-), (C,-) nem csoportok, csak egységelemes félcsoportok, de (Q*, ),
(R*,-),(C*,-) Abel-csoportok.

Az elébbi példak mind végtelen csoportok, véges csoportra példak kovetkezok:

3.B.2. Példa. eHa n € N* akkor (U, = {z € C : z* = 1},-) kommutativ
csoport. V¥ Igazoljuk ezt! U, -et az n-edik egységgyokok csoportjanak nevezziik, pl.
U,={-1,41}, U, = {-1,+1, —i,+i}.

3.B.3. Példa. eHa n € N* legyen Z 6 = {6,T,,71/—\1} a maradékosztalyok
halmaza (mod n). Ekkor (Z,,+) Abel-csoport, a maradékosztalyok (additiv) cso-
portja (mod n), ahol Z+ 3 = = + y.

3.B.4. Példa. e Tekintsiink az S sikban egy olyan ABCD téglalapot, amely
nem négyzet és vizsgaljuk ennek az egybevagodsigi transzformaéaciéit, vagyis az olyan
tavolsagtartd f : S — S fliggvényeket, amelyek a téglalapot 6nmagaba viszik at. Ezek
a kovetkezok:

(1) az e identikus fiiggvény, amelyre e(A) = A, e(B) = B, ¢(C) = C, e( ) =D,

(2) a téglalap kozéppontja koriili 180°-os € forgatas: 6(A) = C, 0(B) = D, 0(C) =
6(D) = B,

(3) az AB oldal felezémerdlegesére, mint szimmetriatengelyre valé o tiikrozés: o(A) =
B,0(B) = A, 0(C) =D, o(D)=C,

(4) a AD oldal felezémerélegesére, mint szimmetriatengelyre valé 7 tiikrozés: 7(A) =
D, 7(B)=C,7(C)=B, 7(D) = A.

Legyen a miivelet a transzforméciék kompoziciéja (egymasutani elvégzése), szorzassal
jelolve, amely asszociativ. Figyeljiik meg, hogy a 6,0, 7 koziil barmely két kiillonb6zo
transzformacio szorzata a egyenlé a harmadikkal, pl. 0 = 7, o7 = 6, stb. és mindegyik

négyzete egyenld e-vel: 62 = g2 =712 =e.
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A miivelettibla:

54 Q ©o
S Q @0
Q N0 D

o 399
o > 3|3

A mivelet kommutativ, mert a muvelettabla szimmetrikus a féatléra nézve. Az e
egységelem és minden elemnek 6nmaga az inverze. K = {e, 0,0, 7} tehat Abel-csoport,
ezt Klein-csoportnak nevezziik (Kleinsche Viergruppe).

3.B.5. Példa. e Legyen n € N* és tekintsikk a o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijektiv
fiiggvényeket. Ezeket n-edfokt permutaciéknak nevezziik, jelolés

o= 1 2 ... n
- \o(1) o(2) ... on))’
Az n-edfoki permutécick S, halmaza csoport a fiiggvényosszetétel (kompozici) miive-
lettel. Az (S,,,0) csoport neve n-edfoki szimmetrikus csoport vagy n-edfoki teljes
permutacidcsoport, amelynek rendje n! és amely nem kommutativ, ha n > 3.

A csoportmiiveletet itt gyakran 7.”-tal jeloljiikk, o o 7 helyett tehat o7-t frunk és
02 = goo0,0% = 0200, sth. Az egységelem az e identikus permutacid, amelyre

e:<1 2 - Z),ésainverzea_1:<a(1) a(2) ... a(n))

1 2 1 2 ... n
1 2 3 1 2 3
3.B.6. Feladatok. v 1. Legyen o = (2 3 1), T= (1 3 2).

a) Igazoljuk, hogy S; megadhaté igy: S; = {e, 0,02, 7,07,0%7}, ahol 03 = e, 72 = ¢,
ToO = 0°T.
b) Az el6bbi Gsszefliggések alapjan toltsiik ki a Cayley-tablazatot.

Megoldas.
2

ol o 7| oT 0?1
e ol o2 71|oTlo?T
o?| el|loTlo?r| T

o2l o2| el| ol?r| T|oOoT
7| Tt |oT| e|o?| o
or|or| Tl%r| o| e| o2
o?to?r|or| T| 02| Oo| e

v 2. Igazoljuk, hogy n > 3 esetén az S, csoport nem kommutativ.
Csoportstruktirakra fontos példak a matrix-csoportok is.
3.B.7. Példa. e Legyen

M (C) ={A=(a;;)1<ij<n:a; €C, Vi jeC}
az n X n-es komplex elemii matrixok halmaza (C helyett veheté R vagy egy tetszdleges
(K, +,-) kommutativ test). Ekkor (M, (C),+) Abel-csoport és (M, (C),-) egységele-

mes félcsoport. Az invertalhaté méatrixok csoportot alkotnak a szorzasra nézve, ennek
neve altalanos linearis csoport (general linear group), jelolés: (GL,(C),-), ahol

GL, (C)={Ae M, (C):FA ' e M, (C)} ={A € M,(C) : det A  0}.
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A specidlis linedris csoport (special linear group) a kévetkezé: (SL, (C},-), ahol

SL (C) ={A€ M, (C):det A =1}

3.B.8. Példa. e A kvaternidk csoportja. Legyenek 1 = <(1) (1)) = (é —Oz>’

i= ( 0 1) k = (‘2 @) € My(C) és Q = {£1,+i,+j,+k}. Akkor (Q,-) nem

-1 0 0
kommutativ csoport.
Valéban, az adott métrixok szorzdsaval lathaté, hogy i? = j2 = k? = —1 és
ij = k,jk = i,ki = j,ji = -k, kj = —i,ik = —j. Q igy is megadhaté: Q =

{1,i,i2,13,],j,12j,1%j}. A Cayley-tébldzat a kévetkezd :
S T O A Y D P
1| 1-1] i|—i| j|—j| k|-k
B T BT D ) DN I B v

“i—i| i| 1-1]-%| k| j|—j
il 515k kx|[-1] 1] il
=il J kk[ 1|-1[=i] i
k| k|-k| j|—j|—i| i|-1] 1
k|| k|—j| j| i|-i] 1-1

3.B.9. Példa. e Legyen (G,-) és (G,,-) két csoport, két nem feltétleniil azonos,
multiplikativ médon jelolt miivelettel, e, és e, egységelemekkel. A G| x G, halmazon
definidljuk a kovetkezé miveletet: (g;,95)(hy,hy) = (910, 95hs). Ekkor (G} x G,,-)
csoport, az adott csoportok un. direkt szorzata. Ennek egységeleme (e, e,), (g,h)
inverze pedig (g,h)™' = (¢~ ',h™1). V¥ Igazoljuk ezt! Ez a konstrukcié elvégezhetd
altalanosabban is, ha (G,),.; csoportok egy tetszdleges rendszere.

3.B.10. Feladatok. ¥ 1. Legyen G = (0,00) \ {1} és x x y = x!"¥. Igazoljuk, hogy
(G, *) Abel-csoport.

Vv 2. A Z halmazon értelmezziik az = xy = x + y — 1 miveletet. Igaz-e, hogy (Z, *)
Abel-csoport ?

v 3. Csoport-e az 2.H/2. Feladatban adott (F,o) struktira ?

3.C. Félcsoport invertalhato elemeinek csoportja

Egy egységelemes félcsoport invertalhaté elemei (egységei) csoportot alkotnak, 14sd
alabbi tételt, ez egy fontos eljards csoportok szerkesztésére.

3.C.1. Tétel. Legyen (S5,-) egy egységelemes félcsoport és U(S) = {x € S :
x invertdlhat6}. Akkor (U(S),-) csoport.

Bizonyitas. U(S) C S és U(S) zart a miiveletre nézve: Vr,y € U(S) = xy € U(S5),
mert ha = és y invertalhatd, akkor zy is invertalhat6 (lasd 2.E.4). A miivelet asszociativ
U(S)-en, mert S-en is asszociativ. S-nek az e egységeleme U(S)-ben is egységelem, itt
fontos, hogy e € U(S). Tovabba minden = € U(S) invertdhaté az U(S) definici6ja
szerint, ahol x=! € U(S), mert ha x invertalhaté, akkor 2—! is invertalhaté (14sd 2.E.4).
U

3.C.2. Példék. e Az (A, ), A =Q,R,C félcsoportok esetén U(A) = A\ {0}.

3.C.3. Feladat. Vv (Z,-) esetén mi lesz az (U(Z), ) csoport 7

3.C.4. Példak. e 1. Az (M, (C)),-) félcsoport esetén U(M, (C)) = GL,, (C), lasd
3.B. szakasz.
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®2. (Z,,-) kommutativ egységelemes félcsoport, ahol Z -y = zy. Itt az invertalhaté
elemek halmaza U(Z,,-) = {z € Z, : (z,n) = 1}, ¥ Igazoljuk ! , amely csoport a
szorzasra nézve és ennek rendje ¢(n) (Euler-fiiggvény). Ha n = p primszéam, akkor
(Z3,-) egy (p — 1)-edrend{i csoport.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy 7 invertalhats, akkor 1étezik § gy, hogy 2y = 7y = 1,
azaz xy = 1 +nk,k € Z, vy — nk = 1, s innen (x,n) = 1.

Forditva, ha (z,n) = 1, akkor ismert, hogy létezik k,¢ € Z gy, hogy kx + fn =1 és
innen

—_—  ~ S

T:kx+€n:km—kﬁnz%f—k?ﬁz%f—k@z%@,

tehat 7 invertalhaté és inverze k.

Egy tovabbi fontos példat ad a kévetkezo

3.C.5. Tétel. Legyen M egy tetszbleges nemiires halmaz és F(M) = {f|f : M —
M fiiggvény}. Akkor

1) (F(M), o) egységelemes félcsoport a tiiggvények dsszetételére nézve és U(F(M)) =
{f: M — M|f bijektiv}.

2) Sy, ={f: M — M]|f bijektiv} csoport a fiiggvények Osszetételére nézve, ennek
neve az M halmazon értelmezett szimmetrikus csoport, mds jelolések: Sym(M),
Perm(M).

Bizonyitas. Ertelmezés szerint, ha f,g: M — M, akkor ezek dsszetétele go f : M —
M, ahol (go f)(z) = g(f(z)). Ez asszociativ miivelet: ha f,g,h : M — M tetsz6leges
fiiggvények, akkor (hog)o f =ho (go f).

Minden f : M — M fiiggvényre fol,, = 1,,0f = f, hiszen (fo1,,)(z) =
F(Ly (@) = £(@), (L 0 f)(x) = 1,,(f(@)) = f(z) minden = & M-re.

Belatjuk, hogy U(F(M)) ={f : M — M|f bijektiv }.

Ha f € U(F(M)), akkor f invertalhatd, azaz létezik olyan f’ : M — M fliggvény,
amelyre fof' = flof =1,,, f(f'(z)) = f'(f(z)) = z,Vx € M. Kérdés, hogy f bijektiv-
e, azaz tetszOleges y € M-re 1étezik-e egy és csak egy x € M tgy, hogy f(z) =y 7 Legyen
f'(y) = a, akkor f(a) = f(f'(y)) = y, tehdt valaszthaté x = a. Ha f(a) = f(b), akkor
a= f'(f(a)) = f'(f(b)) = b, ezért x = a egyértelmii.

Forditva, ha f bijektiv, értelmezzik az f’ fliggvényt igy: Vt € M, f'(t) = u, ha
f(u) =t. Ekkor f(f'(t)) = f(u)=t,Vt e M, f'(f(u)) = f'(t) =u,YVu e M. O

A 3.C.5. alapjan példaul az osszes f : R — R bijektiv fiiggvény csoportot alkot
a kompoziciéra nézve (M = R). Ha M = {1,2,...,n}, akkor S,, = S, az n-edfoki
szimmetrikus csoport, lasd 3.B.5.

3.C.6. Feladat. ¥ Ha M-nek van legalabb két eleme, akkor az (F (M), o) félcsoport
nem kommutativ.

Megoldas. Legyen a,b € M,a # bés f(x) =a, Ve € M és g(x) = b, Vo € M. Akkor
flg(x)) = f(b) =a, g(f(x)) = g(a) =b,Va € M, ezért go f # fog.

3.D. Szamitasi szabalyok csoportban

3.D.1. Tétel. (szamitdsi szabdlyok csoportban) Ha (G, -) egy csoport, akkor

1) ab=ac=b=césba=ca=b=c, Va,b,c € G, azaz teljesiilnek a balrdl illetve
jobbrdl valé egyszertisités szabalyai,

2) Ya,b € G esetén az ax = b egyenlet egyetlen megolddsa x = a='b és az ya = b
egyenlet egyetlen megolddsa y = ba=1.

Bizonyitas. 1) Ha ab = ac, akkor akkor mindkét oldalt szorozva balrdl az a in-
verzével: a=1(ab) = a=!(ac)b, (a=ta)b = (a~'a)c, eb = ec, ahonnan b = ¢. Hasonl6an a
masik.
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2) Ha ax = b, akkor mindkét oldalt szorozva balrdl az a inverzével: a=!(ax) = a=1b,
(a=ta)x = a='b, ex = a~'b, ahonnan z = a~1b. Hasonléan a masik. [J

Ha (G,-) egy csoport és a € G, akkor at, : G — G, t (v) =ax ést, : G — G,
t' (x) = za fiiggvényeket bal oldali illetve jobb oldali transzldcidéknak nevezziik.
Ezek bijektivek 3.D.1. szerint.

Csoportban értelmezheték az elemek egész kitevos hatvanyai:

0=e a"tl=gn.2, neN, z7= ()" =_")"L

Beldthatd, hogy x™m*+n = gmgn,  (x™)" = 2™, Vm,n € Z.

Megjegyezziik, hogy altaldban (zy)" # x"y"™, de ha xy = yz (azaz ha = és y
felcserélhetok, amelynek elégséges, de nem sziikséges feltétele, hogy a csoport kommu-
tativ legyen), akkor (zy)™ = z"y".

Additiv jeloléssel: 0z =0,(n+ 1)z =nx+z, neN, (—n)r=n(—z)=—(nx),s
ekkor (m 4+ n)x = mz +nx, m(nx) = (mn)z, Vm,n € Z.

Barmely véges csoport Cayley-tablazataban minden sor és minden oszlop tartalmazza
mindegyik elemet és pontosan egyszer. FEz az egyszertsitési szabdly miatt van igy
(vizsgaljuk meg a 3.B. szakasz miivelettablait).

3.D.2. Feladatok. V¥ 1. Legyen (G,-) egy olyan csoport, amelyben (zy)? = x2y?,
Vx,y € G. Igazoljuk, hogy G kommutativ csoport.

v2. A (G,:) csoportban 22 = e, V z € G (e az egységelem). Igazoljuk, hogy G
kommutativ csoport.

3.E. Csoportmorfizmusok

Legyen (G, %) és (G’,0) két csoport. Az f : G — G’ fiiggvényt csoportmorfiz-
musnak vagy csoporthomomorfizmusnak nevezziik, ha

flxxy) = f(x)o fly), Vr,yed,

azaz, ha barmely két elem G-beli Gsszetételének a képe egyenlé a képelemek G’-beli
Osszetételével (f miivelettartd), jelolés: f € Hom(G,G').
Multiplikativ frasméddal (a tovabbiakban ezt hasznéljuk):

flzy) = f(x)f(y), Va,y€Qq,

azaz barmely két elem G-beli szorzatdanak a képe egyenlo a képelemek G’-beli szorza-
taval.

Az f csoportmorfizmus neve csoportizomorfizmus, ha f bijektiv. Ekkor azt mond-
juk, hogy a két csoport izomorf (algebrailag azonos), jelélés: G ~ G'.

Ha (G, ) = (G’,-) azonos csoportok, akkor az f € Hom(G, G) homomorfizmus neve
endomorfizmus, jelolés f € End(G), az f : G — G izomorfizmus pedig automorfiz-
mus, jelolés f € Aut(G).

3.E.1. Tétel. (morfizmusok tulajdonsagai) Legyen f : G — G’ egy csoportmorfiz-
mus. Akkor

(i) f(e) = €', ahol e a G egységeleme, e’ pedig a G’ egységeleme,

(i) f(z=1) = f(x)"), VreG,

(iii) 1, : G — G, 14(x) = « morfizmus,

(iv) ha f' : G' — G" egy tovabbi morfizmus, akkor f’ o f : G — G" is morfizmus.

(v) ha f : G — G’ izomorfizmus, akkor f~!: G' — G is izomorfizmus.

Bizonyitas. (i) f(e) = f(ee) = f(e)f(e), ahonnan szorozva f(e)~!-nel: f(e) =€,

(i) f(2)f(z71) = flzz™t) = fle) = ¢ és f(a=")f(x) = f(z7'w) = f(e) = ¢, ezért
fla=t) = f(x)~,



Absztrakt algebra I. (2005) 19

(iii) 1 (:z:y) =y =1,(x)1,(y), Yo,y € G,
(iv) (f o f)(@y) = f'(f(@y)) = f'(f (@) f(y)) = [ (f(@) ['(f(y) =
= ("o f)@)(f" e f)y), Va,yedl.

(V) Vu,v € G: legyen & = f~1(u),y = f~(v), akkor f~H(uv) = f~1(f(2)f(y)) =
F1(F () = 2y = F1(w) f~2{v). O

3.E.2. Példdk. e 1. Haa > 0,a # 1, akkor f : (R,+) — (R%,-), f(z) = a*
izomorfizmus, tehdt (R, +) ~ (R*,-), és f~(x) = log, =

®2. f:(C*) = (R%,-), f(z) = |z és [ : (C,+) — (R, +), f(2) = Re z morfizmusok.

3. f:(Z,+)— (Z,,+), f(z) =T morfizmus.

o4 f:GL,(C)— C*, f(A) = det A morfizmus.

3.E.3. Tétel. Ha (G,-) egy csoport, akkor (End(G), o) egységelemes félcsoport és
U(End(G)) = Aut(G), tehat (Aut(G), o) csoport, ez a G automorfizmuscsoportja. [

3.E.4. Feladat. v Igazoljuk a 3.E.3. Tételt.

A csoportok kozotti izomorfizmus egy ekvivalenciarelacié és a megfelel6 ekvivalen-
ciaosztalyokat csoporttipusoknak nevezziik. A csoportelmélet a csoportoknak azokat
a tulajdonsigait tanulmanyozza, amelyek ha igazak egy G csoportra, akkor igazak min-
den a G-vel izomorf csoportra is. Altaldban, az algebrai vizsgalatokban két algebrai
strukturat (csoport, gyilrd, test, stb.) azonosnak tekintiink, ha egymassal izomorfak
(kivéve, ha egy halmaz kiilonboz6 részeirdl van szd, ekkor ezek nem azonosithaték). ” Az
algebra az izomorfizmusokkal szemben invaridans tulajdonsagokat vizsgalja.”

A csoportelmélet legfontosabb feladatai:

1) az Osszes 1étezé csoporttipus leirésa,

2) olyan eljaras keresése, amellyel két adott csoportrdl eldonthetd, hogy izomorfak-e
vagy sem.

Minden n > 1-re létezik n-edrendii csoport. Valéban tekintsiik pl. az n-edik
egységgyokok (U, ,-) csoportjat vagy a (Z,,,+) csoportot.

3.E.5. Feladatok. V1. Legyen f, : R* — R*, fi(z) = =z, fy(z) = 1, f3(z) =
—x, f,(x) = —%. Igazoljuk, hogy (G = {f}, fs, f3. 4}, ©) Abel-csoport, amely izomorf a
Klein-csoporttal (készitsiink Cayley-tabldzatot).

Vv 2. Legyen G = (—1,1) ésxxy = ‘r+y . Igazoljuk, hogy

a) (G, x) Abel-csoport.

b) f:(0,00) — (=1,1), f(z) = i_ﬁ izomorfizmus a ((0,00),-) és (G, *) csoportok
kozott.

¢) Hatérozzuk meg: x * z * ... x x, ahol n € N*.

—

n
4x+4x3
1+622 44>

3:c+:c3
1+3z2>

Megoldas. ¢) x*xx = innen nehezen

talalhaté ki az eredmény.
A b) pontbeli f izomorfizmus inverze f=! : (=1,1) — (0,00), f~
izomorfizmus és f~H(z xy) = f~1(x)f(y), dltaldnosabban: 1(
Va

f~Yzy)--- f1(z,), ahonnan x| x ...xz = f(f~1(zxy) - fHx ))
r, = ..=ux, = x, akkor kapjuk, hogy

T*XT* T = T*XT* kT *T =

l_|_ TLr29

s

x

k) =
( ,1). Ha

Vv 3. Igazoljuk, hogy
1) (Zy x Z,,+) izomorf a Klein-csoporttal,
2) (Zy % Zy,+) izomorf a (Zg, +) csoporttal.
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Vv 4. i) Hatdrozzuk meg (Z,+) endomorfizmusait és automorfizmusait. Igazoljuk,
hogy (Aut(Z, +),0) = (U,, ).
ii) Hatdrozzuk meg (Q,+) endomorfizmusait és automorfizmusait. Igazoljuk, hogy
(Aut(Q, +),0) ~ (Q*, ).
)5

Megoldas. i) f(z+y) = f(x)+ f(y),Yz,y € Z, ahonnan x = O-ra f(0) = f(0)+ (0
abba
) =

) )+
f(O)—O y = —a-re 0 = f(0) = f(a) + f(~2), f(—a) = —f(= )VSCEN(*) Tov
v =y = lre f(2) = f(1) + (1) = 2f(1), £(3) = F(1)+ F2) = 3f(1)sf(n
nf(1),vn € N, és (*) miatt f(z) =zf(1),Vx € Z.

Tehat, ha f : Z — 7Z endomorfizmus, akkor f(z) = ax,Vx € Z, ahol a = f(1) € Z
(a tetszbleges egész szam, amely csak f-tél fiigg). Forditva, azonnali, hogy ezek mind
endomorfizusok.

Az el6bbiek koziil csak f)(x) =z és f_; = —x bijektiv: Aut(Z,+) = {f,, f}. Legyen
o(f,) =1, ¢(f_,) = —1, ez izomorfizmus.

i) itt f(x+vy) = f(z)+ f(y),Vz,y € Q, ahonnan az i) alapjan f(z) = zf(1),Vz € Z,
most f(1) € Q, tovdbbd f(1) = f(n- ) = nf(3), () = ;f(1),¥n € N*, f(2) =
mf(L) =2f(1),Ym,n € N*. Itt f(—z) = —f(z),Vz € Q alapjdn kapjuk, hogy f(z) =
zf(1),Vz € Q.

Tehat, ha f: Q — Q endomorfizmus, akkor f(x) = rz,Vax € Q, ahol r = f(1) € Q (r
tetszéleges raciondlis szam, amely csak f-tél fiigg). Fzek mind endomorfizusok és r = 0
kivételével mind bijektivek, tehat automorfizmusok.

Legyen ¢ : (Aut(Q, +),0) — (Q*,-), ¢(f) = f(1) = r, ez izomorfizmus.

v 5. Hatarozzuk meg az f : (Z,,,+) — (Z,+) csoportmorfizmusokat, ahol n € N*.
Megoldas. f(z+y) = f(Z)+ f(3),VZ,7 € Z,, alapjan F0)=0,f2)=2f1),..,
fk) = kf(1),0 < k < n. Itt £(0) = f(n) = 0 miatt f(1) = 0 és vélasz: f(Z) = 0 az

egyediili morfizmus.

3.F. A részcsoport fogalma, példak

Legyen (G, ) egy csoport és H C G. Azt mondjuk, hogy H a G részcsoportja (vagy
alcsoportja), ha a H elemei a G-beli miiveletre nézve maguk is csoportot alkotnak,
jelolés H < G, azaz

(i) Vz,y € H : zy € H (H zart részhalmaz),

(ii) (H,-) csoport.

3.F.1. Példék. e 1. (Z,+) < (Q,+) < (R,+) < (C,+), (Q*,-) < (R*,-) < (C*, ).

e 2. Han € Z, akkor nZ = {nk : k € Z} < (Z,+) (és minden részcsoport ilyen alak,
lasd kés6bb), itt (—n)Z = nZ.

e 3. Minden (G, -) csoportnak részcsoportjai a H = {e} és H = G, ezeket trivialis
részcsoportoknak nevezzik. Ha H < G és H # {e}, H # G, akkor H-t valédi
részcsoportnak nevezziik.

e 4. Ha (G, ) egy csoport és z € G, akkor = egész kitev8s hatvdnyainak H = {xz*
k € 7Z} halmaza a G kommutativ részcsoportja, lasd 3.F.2. Feladat, jelolés H = (x),
ennek neve az x elem altal generalt részcsoport.

e 5. Ha n € N*, akkor az n-edik egységgyokok U, csoportjara (U, ,-) < (C*,-).

e 6. A valés szamsorozatok Abel-csoportot alkotnak az Osszeaddsra nézve és a
korlatos, illetve a konvergens sorozatok ennek részcsoportjai.

e 7. (SL,(C),") < (GL,(C),).

3.F.2. Feladat. ¥ Legyen (G, -) egy csoport és x € G. Akkor H = {zF : k€ Z} a G
kommutativ részcsoportja.

3.F.3. Tétel. Ha H < G, akkor H egységeleme a G egységeleme és minden elem
H-beli inverze éppen a G-beli inverz.
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Bizonyitas. H csoport, ezért H-ban létezik egy u egységelem legyen ez u € H. Az
i:H— G, i(x) = x,Vo € H fiiggvény csoportmorfizmus, ezért i(u) = e a G egységeleme
(3.E.1. Tétel). De i(u) = u, ahonnan u = e.

Tovébba, jeldlje ’ € H az x H-beli inverzét és x—! € G az x G-beli inverzét. Ekkor
i(z') = x~1 (3.E.1. Tétel), ahonnan o’ = z~1.0J

3.F.4. Feladat. V¥ Részcsoportjat alkotjak-e az (R, +) csoportnak a kdvetkez6 hal-
mazok: N, Z, 27, 27. + 1, Q, a negativ raciondalis szamok, az irracionalis szamok?

3.F.5. Tétel. Egy csoport két részcsoportjanak metszete is részcsoport:
VH,H,<G= H NH, <G. Altaleinosabban, részcsoportok tetszoleges rendszerének
a metszete is részcsoport:

V(H)

Dierr H;<G=[)H, €G.

iel
Bizonyitas. Valoban, Vx,y € N, H, = z,y € H;,Vi € I = xy € N, H;, tovdbba
N;erH;-n a miivelet asszociativ, e € H,,Vi € [ = e € N;.;H, ésVx € N,.;H, = = €
HNViel=z1cH,Viel=ax1en,H,tehit N, H, csoport. []

Egy csoport két részcsoportjanak unidja altaldban nem részcsoport. Pl. (Z, +)-nak
(2Z,+) és (3Z,+) részcsoportja, de 2Z U 3Z nem az, mert pl. 2,3 € 2Z U 3Z, de
243 =5 ¢ 27 U 3Z (ugyanakkor 27 N 37Z = 6Z részcsoport).

3.F.6. Feladatok. V¥ 1. Tekintsiik a (G, *) Abel-csoportot, ahol G = (0,00) \ {1} és
xxy = ¥ lasd 2.B.3/2 Feladat. Igazoljuk, hogy H = {e® : x € Q,z > 0} részcsoportja
G-nek.

v 2. Legyen (G,-) egy csoport és H = {g € G : gr = xg, Vx € G} azoknak a
G-beli elemeknek a halmaza, amelyek minden més elemmel felcserélhetok. Igazoljuk,
hogy H < G (itt H a G csoport centruma, jelolés H = Z(G), G akkor és csak akkor
kommutativ, ha Z(G) = G).

v 3. Legyen (G, -) egy csoport és H,, H,y, H, < G. Igazoljuk, hogy

a) HUH, <G <& H, < H, vagy H, < H,,

b) HHUH, =G < H, =G vagy H, =G,

c) H, CH UH, & Hy, < H, vagy H; < H,.

3.G. Elem rendje

Legyen (G,-) egy csoport és x € G. Tekintsiik az x,22,23,... € G elemeket. Ha
van olyan k € N* szdm, amelyre z* = e, akkor a legkisebb ilyen szdmot az = elem
G-re vonatkozo rendjének nevezziik és azt mondjuk, hogy x véges rendi, jelolés:
os(x) = o(x) = min{k € N* : 2% = e}. Ellenkezé esetben (ha nincs ilyen szdm), akkor
azt mondjuk, hogy = végtelen rendii, jelolés: o(x) = oc.

Additiv frasmoéddal = rendje az a legkisebb k € N* amelyre kx = 0.

3.G.1. Példak. e 1. Minden csoportban o(z) =1 < z =e.

e 2. (C*,-)-ban o(i) = 4,0(—1) = 2,0(3) = oc.

e 3. Az S, szimmetrikus csoportban legyen 7 € S;,7(1) = 2,7(2) = 1,7(3) = 3,

1 2 3 . 1 2 3 .
5 1 3>,ennekrend3e 2: 0(7’)—2,0—(2 3 1) rendje 3:

amelyre jelolés: 7 = (
o(o) = 3.

Ha x véges rendii, o(xz) = n, akkor az e, x, 22, ..., 2"~ elemek paronként kiilonbozdek
és minden zF, k € Z hatvany ezek egyikével egyenlé. Valéban, ha z* = z7, ahol 0 <
i <j<mn-—1,akkor 77" = ¢, 1 < j —i < n, ellentmond&s, tovdbbd z"+! = x"x =
ex = x,x"t2 = g"x? = ex? = x2,..., 4ltaldban, ha k = ng +r, 0 < r < n alaku, akkor
xF = (z")%x" = z7. Innen kovetkezik, hogy
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3.G.2. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport, x € G, o(r) = n € N*. Ha zF = ¢
valamilyen k € Z-re, akkor n|k. O

Ha o(z) = oo, akkor az z¥, k € Z hatvdnyok mind kiilonbozdek, mert ha létezne
i,j € Z,i < j ugy, hogy x* = xJ, akkor 27~* = e, j — i > 0, ellentmond4s.

* Ezért, ha o(x) = oo, akkor G végtelen csoport. Kovetkezik, hogy ha G véges
csoport, akkor minden x elemének a rendje véges. De vannak végtelen csoportok is,
amelyekben minden elem rendje véges.

3.G.3. Példa. eLegyen U = {2 € C: In € N : z» = 1} a komplex egységgyokok
halmaza. Ekkor (U,-) végtelen csoport, itt ha z; és z, n,-edik ill. n,-edik egységgyok,
akkor z, z, nyn,-edik egységgyok, lasd 3.B.2., és ha z n-edik egységgyok, akkor o(z) <n
véges.

3.G.4. Feladatok. Vv 1. Igazoljuk, hogy U = {z € C:3n € N : 2" = 1} (végtelen)
csoport a szorzasra nézve.

Vv 2. Hatérozzuk meg a kovetkez6 = elemek rendjét a megadott csoportokban:

a)x =1,z =2, = -3 a (Z,+) csoportban,

b) z = -1,z =i,z = 2i a (C*,-) csoportban,

Jz=1,z=2z=4a (Zs,+) csoportban,

dDz=1,z=2,z=4a (Z,4,+) csoportban.

Ha (G, ) egy csoport és x € G, akkor lattuk, hogy H = {zF : k € Z} = (z) a G
kommutativ részcsoportja (3.F. szakasz). Erre vonatkozik az aldbbi

3.G.5. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport, x € G és H = (x) < G.

1) Ha o(x) = oo, akkor H izomorf a (Z,+) csoporttal.

2) Ha o(z) = n, akkor H = {e,x,2?,...,2" "1} és H izomorf a (Z,, ,+) maradékosz-
talycsoporttal.

Bizonyitas. A fentieket hasznilva, ha 1) o(z) = oo, akkor f : (Z,+) — (H,-),
f(k) = z¥ izomorfizmus, mert bijektiv és miivelettarté: f(k + ¢) = xF+tt = zF . 2t =
f(k)f(£) minden k, ¢ € Z esetén. Tehdt (H,-) ~ (Z,+).

Hasonldan, ha 2) o(x) = n, akkor f:(Z,,+) — (H,"), f(E) = ¥ izomorfizmus, mert
bijektiv és miivelettartd, tehat (H,-) ~ (Z,,,+). O

3.G.6. Tétel. Ha (G, ) egy véges n-edrendli Abel-csoport, akkor

i) minden x € G elemre 2" = e,

ii) minden x € G elem rendje osztéja G rendjének: o(z)|n.

Bizonyitas. i) Legyen G = {g,9,,...,9,,} és legyen tetszbleges v € G. Akkor az
gy, %Gy, --., g, elemek kiilonbozdek és szamuk n, tehdt G elemeinek egy permutacidjat
adjék, ahonnan G = {zg,,xg,,...,xg, }. Kapjuk, hogy: ¢,9, - ... - g, = (zg;)(xg,) - ... -
(xg,,), innen a kommutativitast alkalmazva: g,g, - ... - g, = "¢, * ... - g,,, €5 T = e.

ii) azonnali i) és 3.G.2 alapjan. [J

Latni fogjuk, hogy a 3.G.6 tulajdonsidgok, nemcsak Abel-csoportok, hanem tetszole-
ges véges csoportok esetén igazak.

A szamelméletbdl ismert Euler-féle és Fermat-féle kongruenciatétel kovetkezik a 3.G.6
allitasbol.

3.G.7. Tétel. a) (Euler-tétel) Han € Nyn > 2 és a € Z,(a,n) = 1, akkor

a?™ =1 (mod n).
b) (Fermat-tétel) Ha p primszam, a € 7 és p fa, akkor

a?"'=1 (mod p).
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Bizonyitas. a) Alkalmazzuk a 3.G.6. éllitast az (U(Z,),-) Abel- csoportra, amely
¢p(n)-edrendt, mert U(Z,) ={a € Z, : 1 < a <n,(a,n) =1} és kévetkezik, hogy

ar™ =1, VYaeU(Z,).

b) Specidlis esete a)-nak, ahol n = p primszam és p(p) =p —1. O

3.G.8. Feladatok. V¥ 1. Legyen (G, -) egy csoport és z,y € G. Akkor o(z~1) = o(x)
és o(xy) = o(yzx).

Megoldas. (z=1)" = (2n)~1,Vn € N*, ezért (z71)" = e & 2" = e, tehdt o(z!)
o(x). Minden n € N* esetén (zy)" = x(ya:)( ) (y )y = x(yx)"~ 1y, ezért (xy)"

n—l
e (yo)" P =a7ly" = (y2) Tt & (y2)" =e
% V 2. Ha egy csoportban az egységelemen kiviil 1étezik végesrendli elem, akkor
létezik primrendii elem.
Megoldas. Legyen z € G,z # e, o(x) = n véges. Ha n prim, akkor kész. Ha nem,
akkor legyen p|n, p prim és y = 2/P. Akkor y # e és o(y) = p, mert y? = e és ha k < p,
akkor y* # e, mert kn/p < n.%

3.H. Ciklikus csoportok

Ha (G,-) egy csoport és x € G, akkor lattuk, hogy (z) = {zF : k € Z} < G. A G
csoportot ciklikus csoportnak nevezziik, ha létezik olyan x € G elem, hogy G = (x).
Ekkor G minden eleme z* alaki, valamely k € Z-re, itt x a G generdlé eleme. Ha G
ciklikus csoport, akkor kommutativ.

3.H.1. Példak. e 1. A (Z,+) csoport ciklikus: Z = (1 > (

1),
®2. A(Z,,+) csoport ciklikus minden n € N* esetén: )

e 3. Az n-edrendii egységgyokok U, = {z € C: 2" = 1} = {5k =
k€ {0,1,2,...,n — 1}} csoportja ciklikus csoport, mert U, = ().
% Azokat az €, szamokat, amelyek U, general6 elemei, azaz (¢,) = U, , n-edik primitiv
egységgyokoknek nevezziik. Itt e, akkor és csak akkor primitiv egységgydk, ha (k,n) =
1, lasd 3.H.4. Feladat. %

4. (Q,+) nem ciklikus csoport, lasd 3.H.2. Feladat.

3.H.2. Feladat. V¥ Igazoljuk, hogy (Q, +) nem ciklikus csoport.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy 3¢ € Q : Q = (¢) = {ng : n € Z}. Akkor Vx € Q =
dn € Z : x = nq. Legyen x = q/2, akkor ¢/2 = nqg = n = 1/2, ellentmondas.

A ciklikus csoportok a legegyszertibb szerkezetii csoportok. A 3.G.5. Tétel alapjan
azonnali:

3.H.3. Tétel. (A ciklikus csoportok leirdsa) 1) Ha G végtelen ciklikus csoport,
akkor G izomorf a (Z,+) csoporttal (a végtelen ciklikus csoportok tehat mind izomorfak
egymadssal).

2) Ha G egy n-edrendii ciklikus csoport, akkor G izomorf a (Z,,+) maradékosztaly-
csoporttal. []

A végtelen ciklikus csoport jelolése C'(o0), az n-edrendii ciklikus csoporté pedig C(n),
ezekre gyakran a Z, illetve Z, additiv csoportokkal hivatkozunk.

% 3.H.4. Feladat. ¥ Legyen G egy n-edrendii ciklikus csoport, amelynek = generald
eleme. Igazoljuk, hogy x" akkor és csak akkor generdl6 elem, ha (r,n) = 1.

Megoldas. Ha G = (z7), akkor létezik k ugy, hogy x = z*", innen kr = 1 (mod n),
azaz n|(kr — 1). Ha d|r és d|n, akkor kévetkezik, hogy d|1, tehdt (r,n) = 1.

ZkW 2k

+ 28in ==&
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Forditva, ha (r,n) = 1, akkor Ju,v € Z 1gy, hogy ru + nv = 1, innen 2™ = x és
kapjuk, hogy x = (z")%, 22 = (27)%%, .... %

* 3.I. Megjegyzések

A 3.A. szakaszban adott definicié H. Weber ” Lehrbuch der Algebra”, 1899 kényvében
szerepel elGszor.

A csoport fenti szokasos definiciéja helyett elegend6 a kovetkezoket megkovetelni:
(G,-) egy félcsoport, amelyben létezik jobboldali €; egységelem és minden elemnek
létezik e jre vonatkoz6 jobboldali inverze, ldsd 3.1.1/1,2 Feladatok.

A csoport egy masik, torténetileg elsé definiciéja (E. Cayley, 1854): A (G, -) nemiires
félcsoportot csoportnak nevezziik, ha G-ben az ax = b és ya = b egyenleteknek vannak
megoldasaik, lasd 3.1.3. Feladat.

3.1.1. Feladatok. ¥ 1. Legyen (G, -) egy félcsoport. Tegyiik fel, hogy

i) létezik jobboldali egységelem: Je € G : ze = x,Vx € G,

ii) minden elemnek létezik e-re vonatkozé jobboldali inverze:

Vre Gdx' e G: 22’ =e.

Igazoljuk, hogy ekkor G egy csoport.

Megoldas. Vz € G = 2/ € G = J(2') =y : 2’y = e, innen 2’z = (2'z)e =
(x'x)(x'y) = o' (za")y = 2’ey = 2’y = e, tehdt x’x = e, tovdbbd ex = (z2')x = x(2'z) =
re = x, azaz ex = xr. Kovetkezik, hogy e egységelem és x’ az x inverze, tehat G csoport.

Vv 2. Adjunk példat egy olyan félcsoportra, amelyben létezik e ; jobb oldali egységelem,

minden elemnek van e jre vonatkozo6 bal oldali inverze és amelyik nem csoport.

Megoldas. Legyen S = {a,b,c,d} és xy =z, Vzx,y € S, ldsd 2.D.1, itt S minden z
eleme jobb oldali egysgelem, minden z-re és minden z € S-re zx = z, tehat x-nek z bal
oldali inverze z-re nézve.

v 3. Legyen (M, ) egy (nemiires) félcsoport. Igazoljuk, hogy M akkor és csak akkor
csoport, ha M-ben az ax = b és ya = b egyenleteknek vannak (egyértelmii) megoldésaik.
(Ez a feltétel gy is megadhaté, hogy a t,,t/ : M — M, t (z) = ax,t/(z) = za
transzldciok sziirjektivek minden a € M-re)

Megoldas. A sziikségesség igaz (Tétel). Az elégségesség: legyen a, € M, az ayx = ay
egyenletnek létezik e € M megoldasa, amelyre aye = a,. Igazoljuk, hogy ae = a,Va €
M.

Az yayr = a egyenletnek létezik y = y, € M megolddsa, amelyre y,a, = a. fgy
ae = (Ypap)e = Yy(age) = yya, = a, tehdt e jobboldali egységelem.

Ve € M = J2’ € M : xza’ = e (az xz = e egyenletnek van megoldésa), tehat x’ az x
jobb oldali inverze.

Az el6z6 feladat szerint igy M csoport.

Vv 4. Legyen (M, ) egy (nemiires) véges félcsoport. Igazoljuk, hogy M akkor és csak
akkor csoport, ha Va,z,y € M :ax = ay = x =y és za = ya = = = y. (Ez a feltétel
ugy is megadhaté, hogy at ,t/ : M — M, t (z) = ax,t! (r) = xa transzlacidk injektivek
minden a € M-re)

Megoldas. A sziikségesség igaz (egyszerlisitési szabaly). Az elégségesség: feltétel
szerint ¢ _,t/ : M — M injektiv, de mivel M véges, ezért t ,t/ sziirjektiv is, és haszndljuk
az elozo feladatot.

Minden sikidomhoz, ill. testhez hozzarendelhet6 a sik, ill. tér transzforméacidinak
egy csoportja, amely azokbdl a transzforméciokbdl all, amelyek az sikidomot, ill. testet
onmagaba viszik at. Ilyen a 2.B.4. pontban definidlt negyedrendii csoport és ilyenek az
un. diédercsoportok, lasd késobb.
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Az olyan csoportokat, amelyekben minden elem végesrendii torziécsoportoknak
nevezziik, ilyen minden véges csoport és példaul az egységgyokok U csoportja, amely
végtelenrendi torzidcsoport. Ha az egységelem kivételével minden elem végtelenrendii,
akkor torzidmentes csoportrol beszéliink, ilyen példaul a pozitiv racionalis szamok
csoportja.

Ha a G csoportban léteznek olyan x,y elemek, amelyekre o(z) = oo, 2 < o(y) < oo,
akkor G neve vegyes csoport, példaul (Q*,-), ahol o(—1) = 2. %

3.J. Feladatok

v 1. Legyen S egy tetszéleges halmaz, (G, ) egy csoport és f : S — G egy bijektiv
fliggvény. Igazoljuk, hogy = xy = f~1(f(z)f(y)) egy csoportstruktirat definidl az S
halmazon.

Vv 2. Igazoljuk, hogy a (Q, +) és (R, +) csoportok nem izomorfak.

Megoldéas. 1. méd. Ha izomorfak lennének, akkor |Q| = |R| lenne, de tudjuk, hogy
Q megszamlalhatd, R viszont nem.

2. méd. Kozvetleniil: felt. létezik f : Q — R izomorfizmus, akkor f(0) = 0 és

Ja € Q,a #0: fla) =v2,3b € Qb #0: f(b) =1. Legyen ¢ = 2 € Q, akkor
na = mb, f(na) = f(mb), nf(a) = mf(b), nv/2 =m, V2 = ™ € Q, ellentmondas.

Vv 3. Legyenek M és N halmazok és f : M — N egy bijektiv fliggvény. Mutassuk
meg, hogy (S,,,0) ~ (Sy,0).

Megoldas. Legyen F : S, — Sy, F(p) = fopo f~1Vp € S,,. Ez izomorfizmus.
Valéban, F' morfizmus, mert F'(po1)) = fo(pow)of~t = (fopof=l)o(forpof1)=
F(p)o F(1), és F bijektiv, mert bijektiv fliggvények Osszetétele.

% V4. Legyen M egy halmaz és (G,-) egy csoport. A GM = {f|f : M — G}
halmazon értelmezziik a kovetkezé miiveletet: (fg)(z) = f(z)g(x), Vo € M. Igazoljuk,
hogy (GM,-) egy csoport és G bedgyazhaté GM-be, azaz 1étezik egy ¢ : G — GM injektiv
morfizmus.

Utmutatds. Va € G esetén legyen ¢(a) = f,, ahol f (z) =a, Vo e M.

v 5. Igazoljuk, hogy (Z x Z,+) nem ciklikus csoport.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy (Z x Z, +) ciklikus, akkor - mivel végtelen - kovetkezik,
hogy izomorf a (Z, +) csoporttal, tehat 1étezik egy f : Z — 7Z x Z izomorfizmus. Legyen
f(1) = (a,b), akkor f(2) = (2a,2b), altalaban f(z) = (za,xb) minden x € Z-re. Itt
f sziirjektiv, ezért létezik n € Z ugy, hogy f(n) = (1,1). Innen (na,nb) = (1,1),
na =nb =1, tehdt n = a =b =1vagy n = a = b = —1. Els6 esetben f(1) =
(x,z),Vx € Z, masodik esetben f(1) = (—z,—x),Yx € Z. De akkor pl. (1,0) nem
képelem, ellentmondas. %

Vv 6. Legyen
1—2 O x 1
K=< A(x) = o 0 0 cx e R\ {=}
2
x 0 1—-=

Igaz-e, hogy K csoport a matrixok szorzasara nézve ?
Megoldas. Igen ! Ugyanakkor a K-beli matrixok szingularisak, azaz nincs inverziik.
Megallapithato, hogy (*) A(z)A(y) = A(z+y—2zy),Vz,y € R\{3}, ahol a+y—2zy #
%, tehat K-n a szorzas muivelet.
A matrixok szorzasa asszociativ és (*) alapjan K-n kommutativ is. A(z)A(e) = A(x)-

bél e = 0, tehat A(0) semleges elem. A(z)A(z’) = A(0)-bdl 2/ = 5%, tehdt A(x)

inverze (szimmetrikusa) A(5%5).

Kovetkezik, hogy (K, ) Abel-csoport.
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* V6. Legyen (A,+) és (B,+) két Abel-csoport. Ha f,g € Hom(A, B), legyen
f+g9:A—= B, (f+9)(x) = f(x)+ g(x),Vx € A. Igazoljuk, hogy

a) (Hom(A, B),+) Abel-csoport,

b) (Hom(Z, A),+) ~ (A, +),

¢) Hom(Q,Z) = {0}.

Megoldas. b) A 3.E.5/4 Feladat megoldédsat kovetve, kbvetkezik, hogy Hom(Z, A) =
{f, 1 Z — Alf,(z) = ar,a € A}, tovabbd ¢ : (Hom(Z,A),+) — (A, +), ¢(f,) = a
izomorfizmus.

Masképp: kozvetleniil igazolhaté, hogy I' : (Hom(Z, A),+) — (A4,+), I'(f) = f(1)
izomorfizmus.

c) Tegyiik fel, hogy f: (Q,+) — (Z,+), f # 0 egy morfizmus. Akkor létezik z € Q
gy, hogy f(x) = z € Z*. Innen z = f(x) = f(n- £) = nf(%) és kovetkezik, hogy n|z
minden n € N* szdmra, ellentmondas.

Mésképp: f(z) =xf(1),Vz € Q, ahol f(1) € Z, ez ugyantgy ad6dik mint a 3.E.5/4-
ben. Ha f(1) # 0, legyen x = #(1), innen f(x) = % ¢ 7, ellentmondas.

Vv 6. Legyen (A, +) egy Abel-csoport és m,n > 2. Mutassuk meg, hogy

a) (Hom(Z,,A),+) ~ (A,,+), ahol A, = {a € A: na =0},

b) Hom(Z,.Z) — {0},

C) (HOHl(Zn, Zm)’ +) = (Z(n,m)7 +)7

d) (Aut(Z,,, +),0) ~ (U(Z,), ).

Megoldas. a) A korabbi feladatokhoz hasonléan:

Hom(Z,,A) = {f:Z, — A: f(Z) =za,a= f(1) € A_}.

Itt a = f(1) € A, mert 0 = f(0) = f(A) = na. Ekkor T': (Hom(Z,, A)+) — (A, ,+),
I'(f) = f(1) = a izomorfizmus.

b) Itt A=7,(Z), ={2 € Z:nz =0} = {0} és az a) pont szerint Hom(Z,,Z) = {f :
Z, — Z: f(&) = za,a = f(1) = 0} = {0}.

c) Most A=2_, (Z,), ={x € Z,, : nx = 0} és a) szerint (Hom(Z, ,Z,,),+) =~
((z,,),,+). Hatdrozzuk meg (Z,,), elemeit. Ehhez megoldandé az nz = 0 egyenlet,
aholZ € Z,,. Itt nx = mb,b € Z és legyen x € {0,1,...,m—1}. Legyen d = (n,m) Inko.,
akkor (n/d,m/d) =1 és (n/d)x = (m/d)b alapjan (m/d)|z és
2m (dil\)m
T d

.~ m
=0

és ezek mind megoldasok. Tovéabba ¢ : (Z,,), — Z,, w(ij) — 7 izomorfizmus.

d)Az A=7, esetben A, =7 éEnd(Z,,+)={f:2,—17Z,: f(T) =za="=xa,ac
Z }. Itt f € End(Z, +) bijektiv < f sziirjektiv < 3k € Z, : f(k) =1 = ka (mivel Z,_
ciklikus, 1 general$ elem és f morfizmus) < @ € U(Z,) (invertalhato).

Tovabba kévetkezik, hogy ¥ : (Aut(Z,,+),0) — (U(Z,),), ¥(f) = F() jol

értelmezett izomorfizmus. %
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4. Részcsoportok

4.A. Csoport részhalmazainak félcsoportja
Legyen (G, -) egy csoport és tekintsiik G részhalmazait. Ha H, K C G (H, K € P(Q))
értelmezziik ezek szorzatat igy:

HK ={hk:he H ke K}.
Ha H = {h} egy elembdl all, akkor jel6lés:
hK = {hk: k€ K.

Ha H = () vagy K = (), akkor HK = ).

Ha G egy csoport, akkor Vg € G : ¢gG = Gg = G (mert gG C G evidens és Vy € G :
y=g9(g~'y) € gG, tehat G C gG, ahonnan G = gG, hasonléan a masik).

Additiv jeloléssel, ha H és K a (G, +) csoport részhalmazai és h € G, akkor

H+K={h+k:he HkeK}, h+K={h+k:kecK}.

Ha H,,H,,H, C G, akkor (H,H,)H, = H,(H,H,), ez kivetkezménye az elemek
szorzasa asszociativitdsanak. Tovabbd eH = He = H minden H C G-re. Eszerint
(P(Q),-) egy egységelemes félcsoport. Egy csoport részhalmazait régebbi kényvekben
komplexusoknak is nevezik.

Ha H € P(G), akkor jelolés: H—' = {h=! : h € H}. Megjegyezziik, hogy ha
H,K C G, akkor (HK)=! = K='H-! mert (HK)=! = {(hk)"' : h € Hik € K} =
{k='h=':heH ke K}=K'H L

H~-1 altaldban nem a H inverze a (P(G),-) félcsoportban. Ha H = {h} egyelemii,
akkor invertalhaté és inverze éppen {h='} = H—!. Ha H legaldbb kételemii, akkor nem
invertalhatd, lasd kovetkezo Feladat.

4.A.1. Feladatok. v 1. Ha H legaldbb kételemi, akkor nem invertalhaté a (P(G), -)
félcsoportban.

v 2. Ha G egy csoport és H, K C G, akkor (HUK) ' = H-'UK-'és (HNK) ! =
H-'NnK-1

4.B. Részcsoportok jellemzése

A részcsoport fogalmat a 3.F. szakaszban definidltuk.

4.B.1. Tétel. (részcsoportok jellemzése) Ha (G,-) egy csoport és H C G, akkor
egyenértékiiek a kovetkezé allitasok:

1) H < G, azaz H részcsoport,

2)H#) ésVe,yc H=axye€ Hax" '€ H,

3) H+() ésVe,ye H=xy ! € H.

Bizonyitds. ”1) = 2)” Ha H < G, akkor e € H # () (Tétel) és definicié alapjan
Va,y € H : xy € H. Ugyanakkor 2= € H,Vax € H (Tétel).

72) = 3)” a feltételek alapjan H # () evidens, tovabbd Vo,y € H : y=! € H és
xy~ ' e H.

”3) = 1)" H # 0, ezért létezik x, € H és e = xoxal € H. Tovabba, Vx,y € H :
xl =ex ! € Hy oy = z(y~1')~! € H, ezért H zart a miiveletre nézve. A miivelet
asszociativ H-ban, mert G-ben az, létezik egységelem H-ban, mert e € H, és minden
H-beli z-nek van inverze: x—! € H. [J
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Megjegyzés. A Tétel 2) pontjaban szereplé feltétel igy is frhaté: HH C H és H—! C
H, a 3) pontban pedig: HH—! C H. Ezekben egyenldség is irhaté, pontosabban igaz a
kovetkez6

4.B.2. Tétel. (részcsoportok jellemzése ijra) Ha (G, -) egy csoport és H C G, akkor
egyenértékiiek a kovetkezo allitasok:

1*) H < G, azaz H részcsoport,

2%)HA0, HH = H és H-! = H,

3)VH 40 és HH ' = H.

Bizonyitas. "1*) = 2*)” Ha H < G, akkor az €l6z6 tétel szerint H # ()
és H-1 C H. Tovébba Vh € H : h = he € HH, tehdt H C HH. Ugyanakkor
mert Vh € H: h=(h=')~1 € H=1, hiszen H < G miatt h~1 € H.

72%) = 3*)” Azonnali 2*) alapjan: HH-! = HH = H.

"3*) = 1% HH-' = H = HH~!' C H és alkalmazzuk az eléz6 tétel 73) = 1)”
implikaciéjat. U

4.B.3. Példa. e Ha (G, ") egy csoport és H = Z(G) ={g € G : gz = zg, Yz € G},
akkor Z(G) < G, Z(G) a G csoport centruma, liasd 3.F.6. Feladat. G akkor és csak
akkor kommutativ, ha Z(G) = G.

Beldtjuk, hogy Z(G) < G. Valéban, alkalmazva a jellemzési tételt: e € Z(G) # 0,
mert Vo € G : ex = ze (= e); ha g,h € Z(G), akkor Vo € G : (gh)z = g(hz) = (a:h =
(9x)h = (xg)h = x(gh) = gh € Z(G) és ha g € G, akkor Vo € G : g7l = (z~1g)~1 =
(gr=1)~1 =xzg¢~ !, innen g~! € Z(G).

4.B.4. Feladat. ¥ Legyen (A, +) egy Abel-csoport és B,C < A. Igazoljuk, hogy a
B+C={b+c:be B,ce C} halmaz az A részcsoportja (ez a B és C Osszege). A
(Z,+) csoportban mi lesz 27 és 37 (altalanosabban nZ és mZ) Osszege ?

% Mi annak a feltétele, hogy egy tetszoleges csoport két részcsoportjanak szorzata
részcsoport legyen 7 Erre ad valaszt a kovetkezo

4.B.5. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport és H/ K < G. Akkor HK < G & HK =
KH.

Bizonyitas. Legyen H, K < G. Ha HK < G, akkor 4.B.2. szerint HK = (HK)~! =
K-'H-!'= KH. Hapedig HK = KH, akkor (HK)(HK) = H(KH)K = H(HK)K =
(HH)(KK)=HK és (HK)"' = K-'H-!' = KH = HK és kapjuk, hogy HK < G. O

Ha G Abel-csoport, akkor a HK = K H feltétel automatikusan teljesiil és H K mindig
részcsoport, ez az adott részcsoportok szorzata, lasd 4.B.4., ott additiv az frasmdd.

4.B.6. Tétel. Legyen f : G — G’ egy csoportmortizmus.

a) ha H < G, akkor f(H)={f(h):he H} <G,

b) f(G) < G, tehat csoport homomorf képe csoport,

b) ha H < G', akkor f~1(H')={g9€ G: f(9) € H'} < G.

Bizonyitas. Hasznéljuk a részcsoportok jellemzési tételét: elég belatni, hogy

a) e € H miatt f(e) = ¢ € f(H) # 0, tovdbba Va,y € H : f(x)f(y)~! =
f@) fly=") = flay=') € f(H).

b) az el6z6 specidlis esete: H = G.

c)ee f1(H') # 0, mert f(e) =¢e € H, tovabba Vx,y € f~1(H') : f(z), f(y) € H'
és f(xzy=1) = f(x)f(y)~t € H', ezért zy=1 € f~1(H'). O

4.B.7. Feladat. Ha (G, ) egy csoport, akkor (Aut(G),o0) < (Sg,0).

4.C. Csoportmorfizmus magja és képe

Ha f: G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor a Ker(f) = {x € G : f(x) = ¢’} halmaz
az f magja, Im f = f(G) = {f(x) : € G} pedig az f képhalmaza vagy képe.

JHHCH
HCH?,
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4.C.1. Tétel. Ha f : G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor

a) Ker f <G,

b)Im f <G,

tehat minden csoportmorfizmus magja és képe (csoport homomorf képe) részcsoport.

Bizonyitas. A 4.B.6. kovetkezménye. Legyen H = G és H' = {e'}, amelyre
Ker f = f~1({e}). O

4.C.2. Feladat. Legyen f : G — G’ egy csoportmorfizmus. f akkor és csak akkor
injektiv, ha Ker f = {e}.

Megoldas. "=" e € Ker f, mert f(e) = ¢/. Tegyiik fel, hogy = € Ker f, akkor
f(x) =€ = f(e), s mivel f injektiv, kovetkezik, hogy = = e.

7<=" Legyen z,y € G tgy, hogy f(z) = f(y). Akkor f(x)f(y)~' =¢, f(zy™') =¢,
ahonnan zy~—! = e, x = y, tehdt f injektiv.

4.D. Ciklikus csoportok részcsoportjai

Most igazoljuk, hogy egy ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus, pontosabban:

4.D.1. Tétel. (A ciklikus csoportok részcsoportjai) Egy ciklikus csoport minden
részcsoportja ciklikus. Tovabba

1) Ha G = {z* : k € Z} végtelen ciklikus csoport, akkor G-nek végtelen sok
részcsoportja van és ezek a kovetkez6k: H, = (x™) = {zF™ : k € Z}, ahol m € N.

2) Ha G = {e,x,2?,..., 2"~ '} egy n-edrendii ciklikus csoport, akkor G részcsoportjai-
nak szdma egyenlé n pozitiv osztdinak szamaval és a részcsoportok a kovetkezok: H A =
(xm) = {e,z™, x?™, ... an~™}, ahol m € N*, m|n, itt H, rendje n/m.

Bizonyitas. Legyen G = (x) egy ciklikus csoport és legyen H < G. Ha H = {e},
akkor H = (e) ciklikus.

Ha H # {e}, akkor létezik y € H\ {e} és ez az elem el6all x valamilyen hatvanyaként:
dk € Z : y = xF, ahol k # 0, mert 2° = e. Ekkor =% = (z=1)* € H, mert H
részcsoport. A k és —k koziil az egyik pozitiv, ezért M = {k € N* : ¥ € H} nemiires.
Legyen m = min M. Megmutatjuk, hogy H = (x™), ami ciklikus.

Val6ban, x™ € H = (x™) C H. Forditva, Vh € H = h = z*,{ € Z és legyen
¢ =mq+r, ahol ¢,r € Z, 0 < r < m (maradékos osztés tétele). Akkor z7 = xf~—™4 =
xf(z™)~1 € H. De akkor m minimalitdsdbdl kovetkezik, hogy r = 0, ahonnan h =
(xm)e € (z™).

% 1) Ha G végtelen ciklikus csoport, akkor a H,, = (z™), m € N részcsoportok mind
kiilénbozéek. Itt Hy = (e) = {e}, H, = (z) = G.

2) Ha G = {e,z,22,...,2" "1} véges ciklikus csoport, akkor 2" = e € H,_ minden
m-re, ezért n = mk alakd, azaz m|n. H,_ elemei tehat z“™, ahol 0 < u < n/m — 1,
mert u = n/m-re £("/™™m = g" = e. Ha m|n, akkor a H, -ek kiilonb6z8 részcsoportok,
itt H, = (z) =G, H, = (2") = (e) = {e}. % O

Megjegyzés. 4.D.1. 2)-ben H,_ igy is megadhaté: H = {g € G : g"/™ = e}, ahol
m|n.

4.D.2. Példak. e A (Z,+) ciklikus csoport részcsoportjai: nZ = {nk : k € Z}, ahol
n €N, itt 0Z = {0}, 1Z = Z.

oA (Z,,+), n € N*, ciklikus csoport részcsoportjai: H,, = {a,ﬁ%,fﬁl,...,m},
ahol m/|n.

4.D.3. Feladat. Vv Adjuk meg (Zy, +) részcsoportjait.

AN N AN AN A A

4.E. Generalt részcsoport
Ha (G,-) egy csoport és H,, H, részcsoportok, akkor lattuk, hogy H, U H, altaldban
nem részcsoport. Tekintsiik ezért azt a legkisebb (a bennfoglaldsra nézve) részcsoportot,
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amely tartalmazza H,-et és H,-6t. Altaldnosabban, definidljuk egy adott részhalmazt
tartalmazd legkisebb részcsoportot a kovetkezoképpen:
Legyen (G, -) egy csoport és X C G. Akkor

(X)=n{H:H<G,XCH}

részcsoportja G-nek 3.F.5. szerint, neve az X altal generalt részcsoport, X neve
generatorrendszer. Ez az X-et tartalmazd Osszes H részcsoport metszete, tehat a
legkisebb olyan részcsoport, amely tartalmazza X-et.

Ha X = {z}, akkor (X) = (x) neve ciklikus részcsoport vagy az = elem &ltal
generalt részcsoport, amit mar kordbban definidltunk. Megjegyezziik, hogy (0) = {e}.

Ha X véges halmaz, akkor (X) végesen generalt részcsoport.

Az alabbi éllitasok kovetkeznek a definiciokbdl:

4.E.1. Tétel. (a generdlt részcsoport tulajdonsagai) Ha (G, -) egy csoport és X C G,
akkor

a) (X) <G, X C(X),

b) ha X C H és H < G, akkor (X) < H,

c) legyen H C G, akkor H< G < (H)=H. O

Fontos tudni hogyan kapjuk meg az X altal generalt részcsoportot, ha ismerjiik az X
elemeit. (X) tartalmaz minden x € X elemet, ezek inverzeit és véges sok X U X ~!-beli
elem szorzatat is. Ezek mar G egy részcsoportjat alkotjak. Pontosabban:

4.E.2. Tétel. Ha (G, ) egy csoport és ) # X C G, akkor

X)={z,z ..z, IneN*" 2. ¢ XUX 1Vl <i<n},
12 n 1

ahol X—! = {z= 1z € X}, azaz (X) az Osszes olyan véges sok tényezls szorzatbdl
all, amelyeknek tényez6i X -beli elemek vagy ezek inverzei (mdsképp: az X-beli elemek
pozitiv és negativ kitevés hatvanyainak szorzataibol all).

% Bizonyitds. (részletesen) Legyen

K= {r2y.x |n e Nz, € XUX ' VI <i<n}.

Ez tartalmazza X-et: X C K, hiszen minden = € X-re x egytényezds szorzat (n = 1).
Megmutatjuk, hogy K < G. Valéban, X-nek van legaldbb egy x eleme és zxz—1 = e €
K # (), tovabb4:

Vr = 3,052,y = Y Yyl,, € K =2yt =z 357, (Y1Yy,) T =

-1, 1 —1
=T oY Yq-Y1 € K.

(részcsoportok jellemzési tétele ) Ezért (X) = KN ( )N( )n..é (X) C K,
pontosabban (X) < K.

Belatjuk még, hogy K a legkisebb olyan részcsoport, amely tartalmazza X-et, azaz
VH < G,X C H esetén K C H. Valéban, ekkor Vy € K = y = z,x,...x,, alaki, ahol
x, € X UX~! és kapjuk, hogy y € H, mert H részcsoport. Tehat K C (X).

A fentiek szerint (X) = K. Ok

Ha z,,...,x, paronként felcserélhetd elemek (specidlisan, ha a csoport kommutativ),
akkor

),z ) = (), 0yz,) = {af - abe k€ 7).
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Additiv jeloléssel:
(y,..,x,) ={kx, + ...+ k,x, + k €L}

Az X = {x} esetben az x elem 4ltal generdlt részcsoport: (z) = {z* : k € Z}, amit
mar lattunk.
Additiv jeloléssel a tétel a kovetkezo :

(X)={ry+ay+..+z,neN" 2, € XU(-X), VLl <i<n},

ahol —X = {—z|r € X}, tovabba (z) = {kx : k € Z}.

* 4.E.3. Tétel. Ha G egy csoport, H, K < G és HK = KH, akkor ( HUK) = HK.

Bizonyitas. Ha HK = KH, akkor HK < G,14sd4.B.5. H=He C HK,K =eK C
HK, innen HU K C HK, s mivel HK részcsoport, ezért (H U K) < HK. Tovabba,
Vhk € HK = hk € (HUK), innen HK < (H U K). Kapjuk, hogy (HU K) = HK.
) ¢

4.E.4. Feladatok. v 1. a) Ha f : G — G’ egy homomorfizmus és X C G, akkor
FUX)) = (F(X)).

b) Ciklikus csoport homomorf képe is ciklikus, azaz ha f : G — G’ egy homomorfiz-
mus és G ciklikus, akkor f(G) is ciklikus.

Megoldas. a) X C (X), ezért f(X) C
kovetkezik, hogy f((X)) < G’. Kapjuk, hogy (f(X)) C f((X)).

Forditva: igazoljuk, hogy f((X)) C (f(X))). Legyen Vg € (X) és kérdés, hogy
flg) € (f(X)). Itt g = = - xn, ahol z;, € X UX~1és f(g9) = f(zy) - f(z,), ahol
fz;) € f(X) vagy f(z )Ef( ) = (X)), tehdt f(g) € (F(X)).

b) a fenti specidlis esete: ha G = (x) Ciklikus, akkor f(G) = f({x)) = (f(x)) ciklikus.

v 2. Igazoljuk, hogy (Q, +) nem végesen generdlt csoport.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy Q = (¢;,...,q,) = {kyq; + ... + k,q, : k;, € Z}, ahol
q; = T, (mz,nz) = 1, adott racionélis szamok.

€ Q. Akkor 3k, € Z:

]Z(( )). Mivel (X) < G és f morfizmus

Legyen g =

2n1 Mg

kmn n,+...+kmmn..n
q=kiq 4+t hqg =k Lt 2 I -l

nq nr n,...n

r

1 _ ’
Innen 5 = k;myny..n. + ...+ k.m.n,..n, _, €Z, ellentmondas.

4.F. Elemek és részcsoportok konjugaltjai

Legyen (G, -) egy csoport. Ha x,y € G, akkor azt mondjuk, hogy x konjugdlt az y
elemmel, jelolés x ~ y, ha 3g € G : y = grg—!. Ez egy ekvivalenciareldcié a G-n és az
x € G ekvivalenciaosztalyanak elemeit, azaz a grg~! elemeket, ahol g € GG, az = elem
konjugdaltjainak nevezziik, jelolés: 90 = gxg—1.

4.F.1. Feladat. Vv i) Igazoljuk, hogy "~” ekvivalenciarelacié G-n.

ii) Jeldlje x ekvivalenciaosztélyat . Mutassuk meg, hogy = = {z} < = € Z(G).

Megoldas. i) reflexivitds: x ~ z, mert de € G : x = exe™1,

szimmetria: ha x ~y, akkor g€ G:y=grg ' = =g lyg =y ~ z,

tranzitivitds: =z ~ y,y ~ 2z = Jg,h € G : y = grg~ ',z = hyh™! = 2z =
hgzg=')h=' = (hg)z(hg)~' = = ~ z.

ii) "=" Feltételezziik, hogy T = {z}. Kérdés, hogy = € Z(G) & Vy € G : zy = yr &
Vye G:x=yxy= ' 7?7 Legyen yry~! = 2 = 2 ~ x = 2z = x a feltételbdl, kész.
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"<” Legyen Yz € Z(G). Akkor x € T = {z} C ¥ (evidens). Kérdés: = C {z} 7
VyeG:y~x=3dg€ G:y=grg~! =1x99~! = x, hasznilva, hogy = € Z(G). Innen
y=x=72 C{z}.

Hasonl6éan, ha H < G, akkor a H részcsoport konjugédltjai a gHg—! = {ghg~! :
h € H} részhalmazok, ahol g € G, jelolés 9H = gHg~'. A H részcsoport konjugaltjai
részcsoportok, ez kovetkezik az alabbiakbdl.

4.F.2. Tétel. Legyen G egy csoport.

a) Ha g € G, akkor 7,: G — G, 7,(z) =9 x = gxg~' automorfizmusa G-nek (ennek
neve belsé automorfizmus),

b) Ho H < G, g € G, akkor gHg~' < G.

Bizonyitds. a) Minden 7, morfizmus, mert 7, (z,z,) = g(z,2,)97" =
= (92,97 ) (92097 ") = 7,(2,)7,(2,), V2,2, € G. Tovdbbd ha y = grg~!, akkor x =
g~ 1yg, ahonnan kapjuk, hogy 7, bijektiv és inverze éppen 7 .

b) gHg~! = 7,(H) < G a 4.B.6. alapjan (csoport homomorf képe csoport). [

Azt mondjuk, hogy a H, K részcsoportok konjugalt részcsoportok, jelolés H ~ K,
ha3dge G: K =gHg™ .

4.F.3. Feladat. V¥ Igazoljuk, hogy ”~" ekvivalenciarelacié a G részcsoportjai hal-
mazan.

% 4.G. Abel csoport részcsoportjainak direkt Osszege

Legyen (A, +) egy Abel-csoport és B,C' < A. Akkor B4+C = {b+c:be B,ce€ C} <
A, lasd 4.B.4. Azt mondjuk, hogy A direkt 6sszege B-nek és C-nek, ha minden a € A
elem egyértelmiien felirhaté6 a = b + ¢ alakban, ahol b € B, c € C. Jelolés: A= B & C
(multiplikativ irdsméddal A = B ® C, ekkor az elnevezés direkt szorzat).

4.G.1. Tétel. Legyen (A, +) egy Abel-csoport és B,C < A. Akkor

1) a kovetkezo allitasok egyenértékiiek:

i) A=BaC,
ii) A=B+Cé BnC = {0},
iii) f: BxC — A, f((b,c)) = b+ c izomorfizmus,

2) ha A= B @ C és A véges csoport, akkor |A| = |B|-|C|.

4.G.2. Tétel. Ha G egy ciklikus csoport, |G| = mn, ahol (m,n) = 1, akkor G
felbonthaté egy G = H ® K direkt szorzatra, ahol H és K ciklikus részcsoportok és
|H| =m, |K| =n.

4.G.3. Feladatok. Vv 1. Igazoljuk a 4.G.1. és 4.G.2. allitasokat.

Megoldas. 4.G.2. igazolasa: Legyen G = (z). Igazoljuk, hogy G = (z™) x (x™).
Valéban, (m,n) = 1 miatt 3Ir,s € Z: 1 = rm + sn és minden t-re xt = grimtsin —
(xm)rt(zn)st € (x™)(z™). Tovébbd, ha zFm = zf™ € (z™) N (z7), akkor zFm—In = ¢
mnlkm — ¢n, innen nlkm és (m,n) = 1 miatt nlk, k = nu és k™ = z7"™* = e. Teh4t
H = (z"), K = (z™).

v 2. i) Alkalmazzuk 4.G.2.-6t a (Z
Z,, % Z,, ahol (m,n) = 1.

ii) Mutassuk meg, hogy a (Zpk, +) csoport, ahol p prim, & € N* nem bonthaté fel két
valédi részesoport direkt szorzatéra (ez minden primhatvanyrendi ciklikus csoportra is
igaz).

Megoldas. ii) Tegyiik fel, hogy A = L, = B @& C, ahol B,C < Z, |B| = pt,
|IC| = p*, ahol 1 < t,s < k. Itt p*? = |A| = |B| - |C|, ld4sd 4.G.1. Akkor B-ben
minden elem rendje < p! (mi t&bb, osztdja pt-nek), C-ben minden elem rendje < p*
(osztéja ps-nek). Kovetkezik, hogy A minden a elemének rendje < pmax(t:s) = pr ahol
r < k. Valéban, minden a € A-ra a = b+ ¢, ahol b € B,c € C (egyértelmiiek) és

mns ) csoportra és mutassuk meg, hogy Z
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pra=pr(b+c) = p t(ptb) + p"—3(p°c) = 0, innen a rendje < p". Ez ellentmond annak,
hogy Z . ciklikus, azaz van p*-adrendi eleme. s

4.H. Cayley tétele

A kovetkez6 tétel a szimmetrikus csoport fontossagat mutatja:

4.H.1. Tétel. (Cayley) Minden (G,-) csoport bedgyazhaté egy szimmetrikus cso-
portba, pontosabban G izomorf az S, szimmetrikus csoport egy részcsoportjaval.

Bizonyitas. Haa € G, legyent, : G — G, t (z) = ax (bal oldali transzlacié), amely
bijektiv fliggvény, tehdt t, € S,,. Legyen ¢ : G — S, p(a) =1,,.

Igazoljuk, hogy ¢ injektiv morfizmus. Valéban, Va,b € G : ¢(ab) = t_,, ahol Vz €
G 2 pp(1) = toy(2) = (ab)x = a(bx) =t,(t,(x)) = (t, o t,)(x) = (¢(a) o p(b))(x). Tehat
p(ab) = ¢(a) o p(b)

Tovabbd, ha ¢(a) = 1., akkor Vo € G : t (r) = ar = z, innen a = e, ezért
Ker p = {e} és kovetkezik, hogy ¢ injektiv.

Az elébbiek alapjan G izomorf ¢(G)-vel, amely részcsoportja S,-nek. O

% 4.1I. Részcsoportok megfeleltetési tétele

Sziikséglink lesz a kovetkezo tulajdonsagra:

4.1.1. Tétel. (részcsoportok megfeleltetési tétele) Legyen f : G — G’ egy sziirjektiv
csoportmorfizmus. Akkor minden K < G’ esetén létezik egy és csak egy H < G ugy,
hogy Ker f < H és f(H) = K, nevezetesen H = f~1(K). Tehat H — f(H) bijektiv
megfeleltetés G-nek a Ker f-et tartalmazo részcsoportjai és G' részcsoportjai kozott.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy adott K < G’-re létezik olyan H < G, amelyre
Kerf < H és f(H) = K. Akkor ez csak H = f~!(K) lehet. Valéban, Vh € H =
f(hye f(Hy =K = he f71Y(K) = H < f~YK). Forditva, Vx € f~1(K) = f(x) €
K= f(H)=3heH: f(x) = f(h) = zh~! € Ker f < H, innen x = zh~'h € H,
[UE) < H.

Legyen most H = f~1(K). Tudjuk, hogy ez részcsoportja G-nek és Vo € Ker f =
fx)=¢ e K=2x¢€ f~1(K)=H, tehat Ker f < H.

f(H) = f(f~Y(K)) = K az f sziirjektivitdsa miatt igaz: ha = € H, akkor f(z) €
K = f(H) C K, és forditva, y € K = dz € G : f(z) = y (ide kell a sziirjektivitds),
innen z € f~1(K) és y = f(z) € f(f~1(K)) = f(H) = K C f(H). O

4.1.2. Feladat. a) Legyen f : G — G’ egy csoportmorfizmus, H < G és N = Ker f.
Akkor f~1(f(H)) = NH = HN.

b) Ha f : G — G’ egy sziirjektiv csoportmorfizmus és H' < G’ akkor f(f~'(H’)) =
H'.

Megoldas. a) Vax € f~(f(H)) = f(zx) € f(H) = 3h € H : f(x) = f(h) =
f(xh=1)=e=zh ' e N=>zh '!=neN=x=nhe NH.

Forditva, Vx = nh € NH = f(z) = f(n)f(h) = f(h) € f(H) = z € f~1(f(H)),
tehdt f~Y(f(H)) = NH.

Tovabbé, f(H) < G' = f~Yf(H)) < G, lasd Tétel, ezért NH < G és innen a 4.B.5.
Tétel szerint NH = HN.

b) Alkalmazzuk a 4.1.1. Tételt. %

4.J. Feladatok

Vv 1. Legyen G csoport, H C G nemiires és véges. Igazoljuk, hogy H akkor és csak
akkor részcsoportja G-nek, ha Vr,y € H = zy € H (azaz H zart részhalmaz).

Megoldas. A sziikségesség evidens. Az elégségesség: mivel H véges, ezért minden
x € H elem H-ra vonatkozé rendje véges, legyen o, (z) = n, ekkor 2" = e és z=! =
"1 e H.

Vv 2. Egy végtelen csoportnak végtelen sok részcsoportja van.
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Megoldas. Legyen G egy végtelen csoport. Ha dz € G,o(x) = oo, akkor (z) ~
(Z,+) és ennek végtelen sok részcsoportja van. Ellenkez6 esetben Va € G : o(x) < oo,
ekkor {(z) : z € G} részcsoportok végtelen halmaza.

v 3. Ha f: G — G’ egy izomorfizmus, akkor f(Z(G)) = Z(G").

Megoldas. "C” Vy € f(Z(G)) = Jxz € Z(G) : y = f(z). Kérdés: y € Z(G'), azaz
V2eG 1yz=2y? g€ G:2=f(g) ésyz = f(x)f(g9) = f(xg) = f(gz) = f(g)f(x) =
zy. Hasonléan forditva.

% V¥ 4. Legyen G egy csoport és H < G, H # G. Igazoljuk, hogy (G \ H) = G.

Megoldas. Legyen K < G és G\ H C K. Akkor K U H = G, ahol K,H < G.
Kévetkezik, hogy K = G vagy H = G, lasd 3.F.6/3. Feladat, itt H = G kizart, ezért
K =G, kész. %

v 5. Legyen G egy véges Abel-csoport és P a G elemeinek szorzata: P =[] .. .
Igazoljuk, hogy:

1) P? = €, P = Ha:EG’,m:m_l Z,

ii) Alkalmazds: ha p prim, akkor (p — 1)! = —1 (mod p) (Wilson-tétel),

iii) Ha |G| péros, akkor dx € G,z # e : o(x) = 2,

% iv) Legyen G ciklikus. Ha |G| paratlan, akkor P = e, ha G péaros, akkor P # e. %

Megoldéas. i) Minden = € G,z # e elemet &llitsunk parba az x~! inverzzel. Itt
r=xleorr=eso()=288P=[[crv=[pm (@ )]sz =1l2
P?2=]],._ 2?=e.

ii) Legyen p > 2 és tekintsiik a (Z%,-) csoportot. Itt 2 = Tep2-1)=(z—

)(z+1) < pl(x—1) vagy pl(z +1) & Z =1 vagy T = p— 1. i)-et alkalmazva:
/1\/2\])/—\1 =p/—\1, innen (p— 1)!'=p—1= -1 (mod p).

iii) Az i)-beli parositdssal, most |G \ {e}| paratlan, tehat 3z € G,z # e : o(x) = 2.

* iv) Legyen G = (z) = {e,z,22,...,2"7 1}, o(z) = |G| = n. Akkor P = [[,ca =
plit2tdn—1 — gn(n=1)/2 Ha |G| = n = 2k + 1 paratlan, a = xk@k+1) = (g2k+1)k =
ek = e, ha |G| = n = 2k péros, P = xk(k=1) = g2k’ p—k — (g2k)kgp—k — g—k £ ¢
(Mésképp: o(zF) = % =2 & (o(x), k) = @ & k= @, sth., lasd kés6bb a
képletet).

% V¥V 6. Minden m,n € N* esetén

i) mZ C nZ < n|m, ii) mZ N nZ = [m,n]Z,

iii) ({m,n}) = mZ + nZ = (m,n)Z, ahol mZ + nZ részcsoportok Osszege, [m,n| és
(m,n) az m és n legkisebb koz0s tobbszorose, illetve legnagyobb k6zos osztdja.

Megoldas. i) "=" mZ CnZ = m € nZ = 3j € Z: m =nj = n|m,

" npm=3jE€Z:m=nj=Y mkemZ:mk=njk e nZ.

ii) mZNnZ = kZ, mert két részcsoport metszete is részcsoport és minden részcsoport
ilyen alaku. Kérdés: k = [m,n] ?

kZ C mZ miatt i) alapjan m|k és hasonléan kZ C nZ miatt szintén i) alapjan n|k,
tehat k kozos tobbszorose m-nek és n-nek.

Legyen (¢ egy tetszéleges k6z6s tobbszords: m|l, n|f. Akkor i) szerint ¢Z C mZ,
(7. C nZ, innen {7 C mZNnZ = kZ, ahonnan djra i)-bol k|¢ adddik, ezért k a legkisebb
ko6zos tObbszoros.

iii) Tétel alapjan ({m,n}) = {mk +nl : k,l € Z} = mZ + nZ, ez részcsoport, tehat
dZ alki. Megmutatjuk, hogy itt d = (m,n). mZ C dZ miatt i)-b6l d|m és hasonldéan
d|n, tehat d kozos oszto.

Legyen 0 egy tetszOleges kozos oszté: d|m, d|n. Akkor i) szerint mZ C §Z, nZ C 4Z,
innen mZ + nZ = dZ C §Z, ahonnan tjra i)-b6l d|d, azaz d a legnagyobb ko6zos oszto.

*
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5. Mellékosztalyok, Lagrange tétele

5.A. Bal oldali és jobb oldali mellékosztalyok
Legyen (G, -) egy csoport, H < G egy adott részcsoport és x € G. Az

xH ={xh:he€ H} és Hx={hx:he H}

részhalmazokat az x elem H szerinti bal oldali, illetve jobb oldali mellékosztalyainak
nevezzik.

Azonnali, hogy ha a csoport kommutativ, akkor xt H = Hx minden = € G-re.

5.A.1 Feladat. v Ha x € H, akkor tH = Hx = H.

5.A.2. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport és H < G.

i) Hax,y € G ésy € vH, akkor xtH = yH.

ii) Ha xH,yH két bal oldali mellékosztaly, akkor tH = yH vagy xH NyH = 0.
(hasonlé igaz a jobb oldali mellékosztélyokra is).

Bizonyitéas. i) y =zh € tH = yH = (vh)H = z(hH) = zH.

ii) Belatjuk, hogy ha xH NyH # (), akkor xtH = yH. Valéban, ha z € xH NyH,
akkor i) alapjén zH = xH és zH = yH, tehat tH = yH. O

5.A.3. Kovetkezmény. A kiilébnb6z6 bal oldali (illetve jobb oldali) mellékosztalyok
a G egy osztalyozasat adjak.

Egy bal oldali (jobb oldali) mellékosztaly elemeit az adott mellékosztaly reprezen-
tansainak nevezziik.

5.A.4. Példdk. e Ha a (G, ) csoportban H = {e}, akkor tH = Hz = {z} minden
x € G-re és olyan osztalyozast kapunk, amely G-t egyelemii részhalmazokra bontja. Ha
H = G, akkor xG = Gx = G minden x € G-re és egyetlen osztaly van, maga a G.

e A (Z,+) additiv csoport H = nZ részcsoportjira nézve (most additiv a jelolés !):
x+nZ = {x+nk: k € Z}, amit T-szel jeloliink és ez éppen egy (mod n) maradékosztaly.
A mellékosztédly fogalma tehat a maradékosztdly (mod n) fogalménak &dltaldnositésa.

5.B. Bal oldali és jobb oldali kongruenciarelaciok

A bal oldali (illetve jobb oldali) mellékosztalyok &ltal meghatarozott osztélyozdsoknak
a kovetkezd ekvivalenciarelaciok felelnek meg:

Ha (G, ) egy csoport és H < G, akkor legyen py = py, és ply = P, 18y értelmezett:

Ve,y € G : zpyy <ty € H, zpyy < vyt € H,

ezeket a H-szerinti bal oldali illetve jobb oldali kongruenciarelaciéknak nevezziik.

5.B.1. Példdk. e Ha a (G,-) csoportban H = {e}, akkor zpyy & 271y € H &
z7ly = e & x = y és hasonléan xplyy & zy~! € H & zy~! = e & x = y, tehat
mindkettd az egyenl6ségi (diagondlis) relacié: p = p’ = 1,. Ha H = G, akkor zp,y és
xpy igaz tetszéleges x,y € G-re (univerzélis relacid).

o A (Z,+) additiv csoport H = nZ részcsoportjara nézve zpfyy & = —y € nZ &<
n|(z —y), ez a szamelméleti kongruenciarelacié (mod n), jelolés: z =y (mod n). A py
relacié ugyanezt adja: zpyy & —x+y € nZ < n|(—z +y) © n|(z —y).

5.B.2. Tétel. Ha (G,-) egy csoport és H < GG, akkor a H szerinti bal oldali, illetve
jobb oldali mellékosztalyok altal meghatdrozott osztalyozasoknak a py, illetve a py
ekvivalenciarelaciok felelnek meg.

Bizonyitas. A bal oldali mellékosztalyokra nézve azt kell belatnunk, hogy Vy, z € G:
(dz € G :y,z € zH < y~ 'z € H). Valéban, ha y,z € xH, akkor 5.A.2. szerint
yH = xH = zH, innen yH = zH, z = ze € zH = yH, tehat létezik h € H gy, hogy
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z = yh, innen y~ 'z = h € H. Forditva, ha y~'z € H, akkor létezik h € H 1gy, hogy
z =yh, z € yH, innen yH = zH, tehét y,z € yH (vehet6 x = y). O

5.B.3. Feladat. Adjunk kozvetlen bizonyitast arra, hogy p, és p%y ekvivalencia-
relaciok.

Megoldas. p, reflexiv, mert Vo € G : zpyx <z~ e = e € H igaz,

py szimmetrikus: tegyiik fel, hogy xpgy, azaz =1y € H, akkor y~lz = (z71y)~! €
H, tehdt yp o teljesiil,

py tranzitiv: tegyik fel, hogy zpy,y és ypyz, azaz x='y € H,y='z € H, akkor
(x=ty)(y=1z) =271z € H, tehat xpy 2.

Kapjuk, hogy p,; ekvivalenciareldci6, hasonléképpen p’; is ekvivalenciarelacié.

5.C. A mellékosztalyok szamossaga

Az x elem H szerinti bal oldali és jobb oldali mellékosztalyai altalaban kiilonboznek,
tehdt *H # Hz, de bijektiv megfeleltetés létesitheté kozottiik. Tovabbd a G/py és
G/ p)y faktorhalmazok kozott is bijekcid létesithetd, pontosabban

5.C.1. Tétel. Ha (G,-) egy csoport és H < G, akkor

a)Vx € G: |vH| = |Hx| = |H|, vagyis az x elem H szerinti bal oldali és jobb oldali
mellékosztalyai egyenlé szamossaguak és ez egyenlo a H szamossagaval,

b) |G/ oyl = G/l

Bizonyitas. a) Minden x € G-re f: H — zH, f(h) =xhésg: H — Hz, g(h) = hx
bijektiv fliggvények, ezek éppen a a 3.D szakaszban definidlt transzlaciok.

% b) Legyen VM € G/py, akkor M = acH,x € G és M—! = (¢H) ' = H 27! =
Hz=! € G/p)y, mert H=! = H, hiszen H < G. Hasonléan, ha N = Hz € G/p';, akkor
N-'=271H € G/py. Ezért értelmezhetSk a kdovetkezo fliggvények:

¢:Glpy — Glply,  w(eH)=Hz™,

V:Glpy — Glpy,  W(Hz)=zx'H,

Tovébbd (p(zH)) = p(Hz™') = (2!)"'H = 2H =15, (xH) és hasonléan
p(Y(Hz)) = Hr =1g, o (zH), tehat az adott fiiggvények egymas inverzei, s igy mind-
kettd bijektiv. s O]

A |G/py| = |G/ p)y| szdmot [G : H]-val jeldljiik és a H részcsoport G-beli indexének
nevezziik. Az index tehét a kiilonboz6 bal oldali (illetve jobb oldali) mellékosztalyok
SzZama.

5.C.2. Példa. e ha n € N*, akkor nZ-nek (Z,+)-beli indexe [Z : Z,] = n,

e ha GG egy csoport, akkor [G: G] =1, [G : {e}] = |G].

Véges csoportban az index véges, de végtelen csoportban is lehet egy részcsoport
indexe véges, pl. [Z : nZ] = n.

5.D. Lagrange tétele, elem rendjének tulajdonsagai

5.D.1. Tétel. (Lagrange tétele) Ha (G,-) egy véges csoport és H < G, akkor

Gl = (G« H)|H].

Tehat |G| oszthaté |H|-val és [G : H]|-val, azaz a csoport rendje oszthaté barmely
részcsoportjanak rendjével és a részcsoport indexével.

Bizonyitas. Az 5.C.1. Tétel szerint minden zH € G/p, baloldali mellékosztaly
azonos szamossagu és szamossaga |H|, és mivel G/p, egy osztélyozésa (particidja) G-
nek, ezért |G| = |H|k, ahol k az osztalyok szama: k = |G/py| =[G : H]. O
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A Lagrange tétel a csoportelmélet egyik alapvetd tétele, amelybél kovetkezik, hogy
példaul egy 6-odrendii csoportnak nem lehetnek 4-edrendii részcsoportjai. Tovabbi
kovetkezmények, lasd 3.G.6. Tétel.

5.D.2. Kovetkezmény. Legyen G egy véges n-edrendii csoport. Akkor minden
x € GG elem rendje osztoja G rendjének és x™ = e.

Bizonyitds. a) Legyen o(z) = k. Tudjuk, hogy H = (x) = {e,z,22,...,2*~1}, ahol
|H| = k. A Lagrange-tétel szerint |G| = |H||G : H| = k[G : H], s innen k osztéja
|G| = n-nek.

b) A a) pont szerint |G| = n = kf, ahonnan z™ = (2*)¢ = e, kész. O

5.D.3. Példa. e Ha p prim, akkor egy p rendi csoport minden x # e elemének
rendje p.

5.D.4. Tétel. Minden p-edrendii csoport, ahol p prim, ciklikus és barmely két
p-edrendii csoport izomortf.

Bizonyitas. Legyen x € G,z # e, akkor 5.D.3. alapjin o(z) = p, ezért (z) = G,
tehat G ciklikus. [J

5.D.5. Feladat. Hatarozzuk meg azokat a csoportokat, amelyeknek nincs valédi
részcsoportjuk.

Megoldas. Biztosan ilyen a G = {e} egyelemti csoport és minden |G| = p primrendi
csoport, lasd Lagrage tétel.

Legyen G ilyen csoport és x € G,z # e, akkor (x) < G, amelynek 1 -nél t6bb eleme
van, ezért (x) = G kell legyen. G tehat ciklikus és |G| = o(x) nem lehet végtelen vagy
Osszetett, mert ha o(x) = st, s,t > 1, akkor (%) = {25,225, ..., 2t5 = 2°(%) = ¢} valddi
részesoport, ha o(x) = oo, akkor (z2) = {2?F : k € Z} valédi részesoport (mésképp:
hasznaljuk a ciklikus csoportok részcsoportjaira vonatkozé Tetelt).

Tehat a vélasz: az egyelemii csoport és a primrendii (ciklikus) csoportok.

5.D.6. Tétel. (A 4-edrendii csoportok leirasa) Ha G egy csoport, |G| = 4, akkor
vagy G ciklikus, azaz izomorf Z,-gyel, vagy G izomorf a Klein csoporttal (G mindkét
esetben kommutativ).

Bizonyitds. Legyen G = {e, z,y, z}. Ha létezik negyedrendii elem, pl. o(x) = 4, akkor
G ciklikus, G = (z). Ilyen pl. a (Z,,+) csoport.

Ellenkez6 esetben o(x) = o(y) = o(z) = 2, mert az elem rendje a csoport rendjének
osztéja. Akkor xy = x = y = e nem lehet, zy = y = = e nem lehet, xy = e = = =
x~1 =y nem lehet, tehdt zy = 2 és G = {e,x,y,xy} ésyr =y~ la=l = (ay)"t =271 =
z = xy, a csoport kommutativ (készitsiink miivelettdablat). Itt =, y, z koziil barmely kett6
szorzata egyenld a harmadikkal és 22 = y? = e, ez a Klein-csoport, 1d4sd 3.B. szakasz és
3.E.5/1. Feladat. O

Hasonléképpen adhaté meg a 6-odrendii csoportok leirdsa: ha |G| = 6, akkor G
vagy ciklikus: G ~ (Zg,+), vagy G ~ (S5,0) a harmadfoki permutaciécsoport, ez
nem kommutativ. Ennek levezetése azonban ily mdédon hosszadalmas, lasd késobb a
strukturatételeket.

* Jelolje v(n) az n-edrendii csoporttipusok szaméat. Akkor v(p) =1, v(4) = v(6) = 2,
stb., a Cayley-tételbdl kovetkezik, hogy v(n) <27, mert |S, | = n! és [P(S,)] = 2™, de
ez nagyon pontatlan becslés. ¥

* 5.D.7. Tétel. Legyen (G,-) egy csoport és x € G, o(x) =n € N*. Akkor

a) minden k € 7 esetén o(z*) = Ty

b) ha k|n, akkor o(z*) = n/k.

Bizonyitas. a) Legyen (k,n) = d, k = dk,;,n = dn,, ahol (k;,n;) = 1. Legyen
o(x*) = m. Kérdés: m = n, ? Valéban, (zF)m = gdkim = (z7)k1 = e, innen m|n, és
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e = (zF)m = zFm alapjin n|km, dn,|dk,m, n |k, m, ahonnan n,|m, mert (k;,n;) = 1.

b) azonnali a) alapjan. [

5.D.8. Feladat. Legyen (G,-) egy csoport, z € G, o(x) = n € N* és k € Z.
Igazoljuk, hogy

a) (xk) = (z?), ahol d = (n, k),

b) (z*) = (z) & (n, k) =

Megoldas. a) Az 5.D.7. jeloléseivel zF = (z?)F1 € (z), innen (z*) C (z¢). Forditva,
Ju,v € Z : d = ku + nv, ¢ = gkutnv = (gk)u e (zF), tehdt (x?) C (zF).

b) Ha d = 1, akkor (z*) = (z). Forditva, ha = € (zF), akkor Ju € Z : x = zFv,
xhv—l = ¢ innen nlku — 1, 3v € Z : ku — 1 =nv, ku —nv =1, ezért (n, k) =1. %

% 5.E. Megjegyzések

Ha (G,-) egy csoport és x € G, akkor az f : (Z,+) — (G,-), f(k) = z* fuggvény
homomorfizmus, mert f(k + £) = ¢+t = akzt = f(k)f(¢) és Im f = (z).

A 4.C.1. Tétel szerint Ker f < Z. De tudjuk, hogy (Z, +) minden részcsoportja nZ
alaki, ezért Ker f = nZ, valamilyen n € N-re. Ha n = 0, akkor Ker f = {0}, f injektiv,
azaz xF # 2t Ykl € Z,k # { és x végtelen rendli. Ha n > 1, akkor f nem injektiv és
éppen ez az n lesz x rendje.

Igazolhaté a kovetkezo tulajdonsdg: Ha G egy véges csoport, H < G, akkor megad-
haté a G elemeinek egy olyan rendszere, amely H-szerinti jobb oldali és bal oldali
reprezentansrendszer is. %

5.F. Feladatok

Vv 1. Legyen (G, ) egy csoport és ) # H C G egy zart részhalmaz. Ha minden H-beli
elem végesrendii, akkor H részcsoport (Specidlisan, ha H véges, akkor H < G, lasd
4.J/1. Feladat).

Megoldas. Vx € H :o(x) =n e N* = 2" =e =z~ ! =271 € H, mert H zért. Ha
H véges, akkor H minden z eleme végesrendi, mert ellenkezd esetben x, 22, 23,... € H
végtelen sok kiilonbozo elem, ellentmondés.

Vv 2. Legyen f : G — G’ egy csoportmorfizmus és x € G. Igazoljuk, hogy

2) o(f(2))lo(x),

b) ha f injektiv, akkor o(f(x)) = o(z),

¢) ha f izomorfizmus, akkor minden n € N*-ra [{z € G : o(z) = n}| = {y € G’ :
o(y) = n}l,

d) alkalmazas: (@7 +) # (Q*a ')7 (R7+) # (R*v ')7 ((C7 +) * ((C*7 ')7 (R*7 ) * ((C*7 )

Megoldas. a)Legyen o(x) = n, akkor (f(x))® = f(x™) = f(e) =€/, ezért o( f(z))|n =
o(x).

b) Kérdés: o(z)|lo(f(z)) ? Legyen o(f(x)) = m, akkor ¢ = (f(z))™ = f(a™),
e/ = f(e) és mivel f injektiv kovetkezik, hogy 2™ = e, innen o(x) = n|m = o( f(z))

C)Ab)alapjanF.{meG.()—n} {yEG"():} (x
értelmezett és izomorfizmus (f lesziikitése).

d) Pl. (R,+)-ban nincs masodrendii elem (22 =0 < x =0, de 0o(0) = 1), (R*,-)-ban
x = —1 mésodrendii elem (2?2 =1 < x = %1, o(—1) =2,0(1) = 1).

(R*,-)-ban nincs negyedrendii elem (z* = 1 & x = +1, de o(1) = 1,0(—1) = 2),
(C*,-)-ban 2 = +i negyedrendi elemek (x4 =1 < z = £1, +1i).

* V¥ 3. Legyen (G, ) egy csoport és x,y € G ugy, hogy zy = yzx, o(x) = m,o(y) = n.
Igazoljuk, hogy:

) o(zy)|[m. 7],

b) Ha (z) N (y) = {e}, akkor o(zy) = [m,n],

c) Ha (m,n) = 1, akkor o(zy) = mn és (zy) = ({z,y}),
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d) Létezik g € G tgy, hogy o(g) = [m,n].

Megoldéas. a) (zy)mnl = glmnlylmnl = (gm)lm.n]/m@mylmnal/n = ¢ ezért
o(zy)|[m,n].

b) Legyen o(zy) = ¢, akkor (zy)t =e =zt =yt € () N{y) ={e} = 2t = y* = ¢,
innen m/|l, n|l és [m,n]|L.

c) Ha (m,n) = 1, akkor [m,n] = mn. Tovédbba (z) N (y) = {e}, valéban: legyen
H = (z) N (y), akkor H < (z), innen |H|||(z)| = m (Lagrange-tétel), hasonléan |H| |n
és (m,n) =1 miatt |H| =1, H = {e}.

Azonnali, hogy (zy) < ({z,y}), tovdbba (m,n) = 1 miatt Ju,v € Z : mu+ nv = 1,
innen y = ymutnv = ymu = (gy)™* € (zy), hasonléan x € (zy), tehdt ({z,y}) < (xy).

d) Legyen pl. o(z) = m = 22-33-5, o(y) = n = 2-32.54 akkor [m,n| = 22-:33-5% = m/n’,
ahol m/ = 22 - 33 (itt m kitevéi a nagyobbak), n’ = 5% (n kitevéi a nagyobbak). Legyen
m/ =232 n” =5 (itt a kitevSk forditva), akkor o(z"") = o(x5) = 22 .33 = v/,
o(y™") = o(y?3*) = 5% = n/. Mivel (m/,n’) = 1 kivetkezik, hogy o(z""y™") = [m, n].
Hasonléan altalanosan.

v 4. Ha G egy csoport és K < H < G, akkor igazoljuk, hogy [G : K] =[G : H|[H :
K].
Megoldés. Legyen G = Uz, H, ahol x; HNz;H = ,Vi,j € I,i # j. Azt mondjuk,
hogy {z, : i € I} C G egy H szerinti bal oldali reprezentdnsrendszer.

Legyen tovabba {yj :j € J} C H egy K szerinti bal oldali reprezentansrendszer. Elég
igazolni, hogy {zy, : (i,j) € I x J} C G egy K szerinti bal oldali reprezentdnsrend-
szer.

Valéban, U; iy %9, K = Uier®; (U 90 K = Uz, H = G.

Tovabba, legyen (i,7) # (i’,5'). Ha i # i/, akkor xiyjK N a:i,yj,K Cz,HNz,H=1.
Hai=1'és j # j', akkor z;y, K Ny, K = x,(y; K Ny, K) =0. %
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6. Normalrészcsoportok

6.A. Normalrészcsoportok és jellemzésiik

A (G,-) csoport egy H részcsoportjat normalrészcsoportnak (normaélis rész-
csoportnak vagy normadaloszténak vagy invaridns részcsoportnak) nevezzik, ha
minden x € G-re xtH = Hzx, azaz ha minden x € G elem H szerinti bal oldali és
jobb oldali mellékosztalyai egyenloek, jelolés: H < G.

Kommutativ csoport esetén minden H < G-re és minden =z € G-re tH = Hz, tehat
kommutativ csoport minden részcsoportja normalrészcsoport, de nem kommutativ cso-
port esetén is megtorténhet ez valamely H részcsoportra.

6.A.1. Tétel. (normalrészcsoportok jellemzése) Legyen (G, -) egy csoport és H < G.
Egyenértékiiek a kovetkezo allitasok:

1) H normalrészcsoport,

2)Vx € G,Vh € H : xhx=' € H, azazVr € G: tHx=! C H,

3) py = py (a H szerinti jobb oldali és bal oldali kongruenciarelacick egyenl6ek).

Bizonyitas. "1) = 2)" Ve € G,Vx € H :zh € tH = Hx = 3h' € H : zh = Wz =
rzhr—1 =h" € H.

"2) = 3)" Yo,y € G :apyy & a7ty € H & x(zly)z—! € H (a feltétel alapjan,
ahol ha x(x~ly)x—! € H, akkor szorozva balrél x—1-gyel és jobbrdl (x=1)~! = z-szel
kévetkezik, hogy 271y € H) © ya~1 € H & yplyx < xplyy, tehat py = ply.

"3) = 1) py =py = Ve e G:pylx) = ply(x), tehat H = Hx. O

6.A.2. Feladat. Igazoljuk, hogy egyenértékiiek a kovetkezo allitasok:

1) H normélrészcsoport,

)VeeG:xHx ' =H,

N VeeG:x2"'Hxr=H.

Tehat H akkor és csak akkor normalrészcsoport, ha H minden konjugdltja egyenlo
H-val, lasd 4.F. szakasz.

Ha H normalrészcsoportja G-nek, akkor a kovetkezé jelolést hasznaljuk: G/p, =
G/ply = G/H és gyakran H helyett N-et irunk.

6.B. Példak normalrészcsoportokra
6.B.1. Példak. e Minden G csoport esetén {e} és G normélrészcsoportok.
1 2 3

o Legyen H = {e,7} < S, részcsoport, ahol 7 = 1 3 9 és 77 = e. Ha o =

1 2 3 1 2 3 1 2 3 .
(2 3 1>,akkoraH—{a,(2 1 3>}7é{0,(3 9 1)}—H0,tehatHnem

normaloszté Ss-ban.

e Egy csoport minden 2 indexti részcsoportja normalrészcsoport: ha H < G és [G :
H] = 2, akkor H < G. Valéban, G/p, = {H,G\ H} = G/p;, mert ez osztalyozds kell
legyen és Haz egyik osztaly.

Tovabbi fontos példakat ad a kovetkezo Tétel.

6.B.2. Tétel. 1) Ha f : G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor ennek magja
normalrészcsoportja G-nek: Ker f < G.

Ha (G,-) egy csoport, akkor a Z(G) = {g € G : gr = zg,Vox € G} centrum
normalrészcsoportja G-nek: Z(G) < G.

Bizonyitds. 1) Val6ban, Vx € G,Vh € Ker f = f(zha=1) = f(a)f(h)f(z~1) =
f(z)e' f(x)~! = €', ahonnan xhx—! € Ker f.

2) Tudjuk, hogy Z(G) < G, tovdbba Z(G) normaélrészcsoport, mert Vo € G :
2Z(G)={zg:9€ Z(G)} ={gx:9€ Z(G)} = Z(G)z. O
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A G csoportot egyszerii csoportnak nevezziik, ha {e} és G az egyediili normalrész-
csoportok G-ben, azaz G-nek nincs valédi normalosztdja.

6.B.3. Példak. e (Zp, +), ahol p prim, egyszerli csoport, altaldnosabban minden
(G, -) primrendii csoport egyszerti, mert a Lagrange tétel szerint ekkor G-nek nincs valédi
részcsoportja, tehat nincs valédi normélosztdja sem.

e (Z,+) nem egyszerii csoport, mert nZ < Z,n > 1 valédi normaloszto.

% 6.B.4. Feladat. ¥ Vizsgaljuk az S; permutdciécsoport részcsoportjait. Melyek a
normélrészcsoportok 7 (lasd 3.B.6/1 Feladat)

Megoldas. S, részcsoportjai: ha H < S, akkor a Lagrange-tétel szerint |H| = 1,2, 3,
vagy 6. |[H| =1« H = H, :={e}. |H| =2 < H = {e,z}, ahol 22 = e és kapjuk,
hogy H, := {e,7},H; := {e,o7}, H, = {e,027}, a miivelettdbla szerint. Tovabba
|H| =3 & H = {e,z,2%}, ahol 23 = e és kovetkezik, hogy H = H := {e,0,0%} = A,.
|H| =6+ H=H,:=S8,.

H, ,H,,H, 28, (itt [S; : Hy] = 2), de H,, H;, H; nem normalrészcsoportok, lasd
6.B.1. %

6.C. Normalrészcsoportok metszete

6.C.1. Tétel. Két normalrészcsoport metszete is normélrészcsoport. Altaldnosab-
ban, ha (G, -) egy csoport és (IN,),;.; normélrészcsoportok tetszbleges rendszere, akkor

AN <6 (JN) <G

el iel

Bizonyitas. Tudjuk, hogy N, ; N, < G, (U, N,;) < G részcsoportok. Tovabbd,

VieG: Vnen N, = neN,Viel = anz 'eN,Viel=

= ﬂieINi‘

* A 4E.2. Tétel szerint Vn € (U,.;N,) = n = nyn,..n,_ alaki, ahol minden
J € {1,2,..r} esetén vagy n; € U,.;N,;, vagy nj_l € U,/ N;. Kovetkezik, hogy
Vi e {1,2,...,r}-re Jdi;el:n; = n;. ugy, hogy vagy n; € Nij7 vagy ni_jl € Nij, de ez
utébbi esetben is n; € Nij, mivel Nij részesoport. Kapjuk, hogy n = n, n; ---n; és
kihasznélva, hogy minden N i normaélrészcsoport, Vo € G :

znz P =an, n_..n rt = (mnilm_l) (mnigx_l) (:pnirm_l) € (U;e ;). DOk

(& N

'

eNil € ]\/v-;2 (S Nir
6.D. Kongruenciarelacio csoportban

Legyen (G,-) egy csoport és p egy ekvivalenciareldci6 G-n. Azt mondjuk, hogy p
kongruenciarelacio, ha

Vo, o'y, € G:ooxpr!, ypy' = xalp yy
(a p szerinti kongruencidk Osszeszorozhatok), ldsd 2.G. szakasz.

G-nek egy p kongruenciareldciéhoz tartozé osztélyozasét, vagyis a G/ p faktorhalmazt
kompatibilis osztalyozasnak nevezziik.
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6.D.1. Példa. e Tekintsiik a (Z, +) csoportot és a szamelméleti kongruenciarelaciot
(mod n). Ez ilyen tulajdonsagu:

Vo,y, ',y € Z: z=2" (modn), y=v9y (modn) =zx+y=2+y (modn).

Z-nek a (mod n) maradékosztalyok halmazaira valé bontdsa egy kompatibilis oszta-
lyozas.

% 6.D.2. Feladat. Ha G egy csoport és p egy kongruenciarelacid, akkor igazoljuk,
hogy

1) Va,2' € G : zpx’ = x~1p(a’)~1, azaz ha két elem egy osztdlyban van, akkor az
inverzeik is azonos osztalyban vannak,

QVX eG/p=3TFY €G/p: X1 CY.

Megoldas. 1) Ha xpa’, akkor z—!-nel szorozva (ldsd 2.G.3. Feladat): e =
xx~lpr'z=1 most (x')~t-gyel szorozva: (z')~lp(z')la’z—t =z~ L

2) VX € G/p-re legyen X = (z) és legyen Y = (x~1) az x~1 osztélya.

V(z)~1 € X-1 = 2/ € X = xp2’, ahonnan 1) alapjan z=1p(2’)~1 = (2/)~1 €Y,
tehdt X! C Y. (kérdés: mikor lesz 7=" 7) O

6.D.3. Tétel. (normélrészcsoportok és kongruenciarelacick kapcsolata) Legyen G
egy csoport.

a) Ha N < G, akkor p, kongruenciarelacié (tehat a normalis részcsoportok szerinti
mellékosztalyok a csoport egy kompatibilis osztalyozasat adjak),

b) Ha p egy kongruenciareldcio, akkor G/p = {xN : © € G}, ahol N = p(e) < G
(minden kompatibilis osztalyozas osztalyai valamely normaélis részcsoport szerinti mellék-
osztéalyok).

Bizonyitas. a) Lattuk mar, hogy p, ekvivalenciareldcié. Tovabba:

Vo, o' y,y € G xpyt ypyy =3 ' € Ny ly € N =

=1/, -1, -1,/ 7 -1 -1,/ -1
= (zy) (@Y )=y a2y =@ a_ 2y y)eEN,
eN N
he\l/v_/
tehdt xyp 'y’

% b) N = p(e) # (), mert epe. Tovabbd Va,y € N = ep x,epy. Deepyésylpy!
miatt (ez utébbi a reflexivitasbdl) ey=1p yy=! = y~1p e, tehdt N < G.

Megmutatjuk, hogy Vo € G = N = Nz = p(x). Valéban, 2N C p(x), mert
Van € N = npe,xpr = nxpz. Forditva, p(z) C N, mert Vy € p(x) = ypx,x~1pr~1
(reflexivitds) = z~lype = =1y € N, tehat y = z(z~1y) € xN. Hasonléan Nx = p(z).
Tehat N = Nz, azaz N < G.

Ezzel azt is igazoltuk, hogy minden = € G-re p(x) = xN, tehdt az osztdlyok az N

szerinti mellékosztalyok. v [

% 6.E. Normalrészcsoportok megfeleltetési tétele

6.E.1. Tétel. (normalrészcsoportok megfeleltetési tétele) Legyen f : G — G’ egy
csoportmorfizmus. Akkor

1) minden K <1 G’ esetén f~1(K) < G,

2) ha f sziirjektiv és H < G, akkor f(H) < G/,

3) ha f sziirjektiv, akkor H — f(H) bijektiv megfeleltetés G-nek a Ker f-et tartal-
mazo6 normalrészcsoportjai és G' normalrészcsoportjai kozott.

Bizonyitas. 1) A 4.B.6. Tétel szerint f~1(K) < G és Vx € G,Vh € f[~YK) =
f(h) € K, f(xhz=t) = f(x)f(h)f(x)~! € K, mert K < G'. Tehat f~1(K) < G.
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2) f(H) < G’ (lasd ua. a Tétel) és Vy € G',\Vk € f(H) = Jz € G :y = f(x), mert f
sziirjektiv, és 3h € H : k = f(h), innen yky=1 = f(z)f(h)f(x)~' = f(xha—1) € f(H),
mert xhez=! € H. Tehat f(H) < G'.

3) Kovetkezik 1) és 2)-b6l valamint a részcsoportok megfeleltetési tételébol (4.1.1.
Tétel). O

6.E.2. Kovetkezmény. Ha f : G — G’ csoportmorfizmus, akkor Ker f =
f~1({e'}) < G, mert{e’} < G'. Ker f tehdt normélrészcsoport, ezt mar lattuk kozvetlen
ellendrzéssel. %

* 6.F. Megjegyzések

Bemutatjuk a 6.D.3. tétel elsé részének egy mas bizonyitdsat részhalmazok (kom-
plexusok) segitségével. Bizonyos esetekben ezek hasznalata leroviditi, atlathatobbé teszi
csoportelméleti tulajdonsagok megfogalmazasat és bizonyitasat.

a) Ha N < G, akkor az N = Nz mellékosztalyok (a G/p faktorhalmaz elemei)
paronként diszjunktak, tehat egy osztalyozast adnak. Legyen x N, yN két mellékosztaly,
akkor (zN)(yN) = (Ny)N = z(yN)N = (xy)(NN) = (xy)N ismét egy N szerinti
mellékosztdly (ban van), tehat kompatibilis osztélyozas a 2.G.2. Tétel szerint.

b) Forditva, ha adott egy kompatibilis osztélyozas, legyen N az e-t tartalmazé osztély:
N = ple).

Belatjuk, hogy NN C N és N-1 C N. Valéban, Voy € NN = xzpe, ype = xypee =
e = xy € N (masképp: NN része egy osztalynak, lasd 2.G. szakasz, és e € NN, ezért ez
az osztdly csak az N lehet: NN C N), tovabba Va—! € N~ =z € N = xpe, z~1px~1!
(reflexivitds) = xax~lper=! = epx~—! = =1 € N (mésképp: N1 része egy osztdlynak,
lasd 6.D.2. Feladat, és e € N—! miatt ez csak az N lehet: N—1 C N). Tehat N < G.
H) ¢

% 6.G. Feladatok

Vv 1. Legyen (G, -) egy csoport.

a) Egy N < G részcsoport akkor és csak akkor normaloszté, ha minden K komplexus
esetén KN = NK.

b) Ha H < G és N <G, akkor HN = NH < G és ez éppen a H és N Altal generalt
részcsoport: (HUN)=HN = NH.

Megoldas. a) Ha N < G és K komplexus, akkor KN = U, 2N = U, Nz =
NK. Forditva, ha KN = NK minden K komplexusra, akkor legyen K = {z},z € G és
kapjuk, hogy * N = Nz, Vx € GG, ahonnan N < G.

b) HN = NH az a) pont szerint és innen HN < G kovetkezik, ldsd 4.B.5 Tétel.
Tovabbéa: (H U N) = HN, lasd 4.E.3. Tétel.

Vv 2. Legyen G egy csoport, N < G egy ciklikus normaélis részcsoport és H < N.
Akkor H < @G.

Megoldas. Legyen N = (z) és H = (z™), m > 1. Kérdés: Vg € G,VzF™ € H =
grkmg=1 € H 7 Mivel N < G kovetkezik, hogy grg=—! = ™ € N, innen grFmg—1 =
grgtgrg=t---grg~! = (grg~t)Fm = aknm e H.

v 3. Vizsgéljuk a ) kvaterniécsoport részcsoportjait, lasd 3.B.8. Igazoljuk, hogy Q)
minden részcsoportja normélrészcsoport. Adjuk meg () centrumat és faktorcsoportjait.

Megoldas. @ részcsoportjai: ha H < @), akkor a Lagrange-tétel szerint |H| = 1,2, 4,
vagy 8. |H| =1 H=H,:={1}. |H =2 H =H, :={£1} = (—1), a tdblazat
szerint ez az egyediili 2 elemi részcsoport. |H| =4 & H = H, := {£1,£i} = (i), vagy
H = H, := {£1,%j} = (j), vagy H = H; := {£1, £k} = (k) ciklikus részcsoportok.
(1)-ben csak egy masodrendii elem van, az i2, ezért Klein-féle 4 elemii részcsoport nincs.
|H| =8+ H=H;:=Q.
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(Q nem kommutativ, de ()-nak minden részcsoportja normalrészcsoport. Valdban, a
4-edrendii részcsoportok ilyenek, mert indexiik 2, lasd 6.B. szakasz, H,-re pedig xH, =
Hyx = {x,—z},Vo € Q (Masképp: H, az egyediili masodrendii részcsoport, ezért
normélrészcsoport, 1asd késébbi Tétel).

@ centruma Z(Q) = {1,-1}.

A H,,1 <1 <6 részcsoportok szerinti faktorcsoportok:

Q/Hl = {{1}7 {_1}7 {1}7 {_i}v {J}7 {_j}7 {k}= {—k}},

Q/H, = {{£1},{£i} {£j}, {+k}},

Q/H?, = {{=£1, £i}, {£]j, £k}},

Q/H4 = {{:l:17 ij}? {j:i7 ik}}a

Q/Hy = {{£1, £k}, {+i, £j}},

Q/Hg = {{£1, i, +j, £k}}.

Itt a H, = N szerinti mellékosztalyok: N,iN = {£i},jN = {£j}, kN = {£k} és a
Q/N faktorcsoport (lasd 7. szakasz) izomorf a Klein-csoportttal. %
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7. Faktorcsoportok és a homomorfizmus-tétel

7.A. Faktorcsoport

Legyen (G,-) egy csoport és N < G egy normaloszté. Lattuk, hogy ekkor p, = ply
és G/N-nel jeloltik a G/py = G/py faktorhalmazt, ahol G/N = {zN : « € G}, ennek
elemei az N = {zn : n € N} = Nx mellékosztalyok.

Az xN mellékosztélyok szorzasa miivelet a G/N halmazon. Valoban, két tetszOleges
N szerinti mellékosztaly szorzata: (zN)(yN) = x(Ny)N = z(yN)N = (zy)NN =
(xy)N ismét egy N szerinti mellékosztdaly, ahol hasznaltuk, hogy NN = N, ldsd 4.B.2.
Tétel.

7.A.1. Tétel. Ha G egy csoport és N < G, akkor a G/N halmazon az (zN)(yN) =
(xy)N miivelet egy csoportstruktirat hatdroz meg, ennek neve G-nek N szerinti fak-
torcsoportja, jelolés (G/N,-).

Ha G véges csoport, akkor

G|
G/N| = .

Bizonyitds. A miivelet asszociativ, eN = N az egységelem és N inverze (xN)~! =
x~IN, mert (zN)(z='N) = (zz=1)N = eN = N és hasonléan (z='N)(xN) = N.

Ha G véges, akkor |G/N| =[G : N] = |G|/|N|, a Lagrange tétel szerint. [J]

Ha G kommutativ, akkor minden faktorcsoportja is kommutativ.

7.A.2. Példa. e Hatdrozzuk meg a (Z, +) csoport faktorcsoportjait.

Tudjuk, hogy a (Z,+) részcsoportjai az (nZ,+) csoportok, ahol n € N, ezek mind
normalrészcsoportok a kommutativitds miatt. Jelolés: Z, = Z/nZ, a megfelel6 faktor-
csoportok. Ha n = 0, akkor 0Z = {0} és Z, = Z/{0} = {z + {0} : v € Z} = {{z} 1z €
Z}y~7.Han=1,akkor 122 =72¢é7Z, =72]/ZL={x+Z:x e Z} ={Z}.

Han > 2, akkor Z, = {z +nZ : 2 € Z} = {x : x € Z} = {6,/1\,...,71/—\1}, ahol
x +nZ = T jelolés.

* Ha N Q G, akkor a py : G — G/N, py(z) = xN leképezést kanonikus pro-
jekcionak nevezziikk. Ez a fentiek szerint homomorfizmus, sziirjektiv és ennek magja
éppen az N: Kerp, = N. Valéban, Kerpy, = {z € G: 2N = N} = N. Tehat minden
normalrészcsoport egy homomorfizmus magja.

Az is igaz, hogy ha N < G, akkor a G/N faktorhalmazon egyetlen csoportstruktira
létezik tgy, hogy a py : G — G/N kanonikus projekcié homomorfizmus legyen.
Egyértelmiiség: ha p, homomorfizmus, akkor py(zy) = py(z)py(y) & (zy)N =
(xN)(yN),Vz,y € G. %

7.B. Homomorfizmus-tétel

7.B.1. Tétel. (homomorfizmus-tétel) Ha f : G — G’ egy csoportmorfizmus, akkor
az

f:G/Ker f — Im f, f(zKer f) = f(x)
fiiggvény csoportizomorfizmus, tehat G/ Ker f ~ Im f.

Bizonyitds. Ha zKer f = ' Ker f, akkor xpy,, ;2’, ahonnan értelmezés szerint
z(x)~1 € Ker f, f(z(z))~t) = ¢, f(x)f(z')"t = ¢, f(x) = f(2'), tehdt f helyesen
értelmezett (nem fiigg a reprezentansoktol).

f csoportmorfizmus, mert Vz Ker f,yKer f € G/Ker f = f((zKer f)(yKer f)) =

f((zy) Ker f) = f(xy) = f(2)f(y) = flzKer f)f(yKer [).
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f sziirjektiv, mert Vz € Imf = 3z € G : z = f(x) és igy f(zKer f) = f(x) =
Tovabba, f injektiv, mert f(zKer f) = f(yKer f) = f(z) = f(y) = f(zy~1)
zy~l € Ker f = xKer f = yKer f. O

7.C. Feladatok

V1. Legyenek a,b € R, a#0¢és f,, : R =R, f (z) =az +b.

i) Igazoljuk, hogy G = {f,, : a € R*,b € R} csoport a fiiggvénykompoziciéra nézve
és H={f,o:a€R}, valamint N = {f14 : b € R} ennek részesoportjai.

ii) Igazoljuk, hogy H részcsoportja G-nek, N normélrészcsoportja G-nek és
(G/N,o) ~ (R*,").

iii) H normélrészcsoportja-e G-nek ?

Megoldas. i)-ii) Haszndljuk a részcsoportok jellemzési tételét. G csoport, mert
részcsoportja az osszes f : R — R bijektiv fiiggvény csoportjanak. Valéban, V fa > Jed
G: fa, ed = Jac.adgry € G [, Inverze fl/a,—b/a € G. Ugyanigy H,N < G és H Sl G
mert vfa,b7 € G’ fl,d € N: fa,b © fl,d © fl/a,fb/a = fa,ad+b © fl/a,/fb/a = f1,1+ad €N.

iii) H nem normaloszto.

Vv 2. Legyen (G, ) egy csoport és A(G) = {(g,9) : g € G}. Igazoljuk, hogy

i) A(G) <G x G, A(G) ~ G,

ii) A(G) akkor és csak akkor normalrészcsoport, ha G kommutativ,

iii) Ha G kommutativ, akkor (G x G)/A(G) ~ G.

Megoldas. i) f: A(G) — G, f((9,9)) = g izomorfizmus.

ii) A(G) normélis G x G-ben < (z,9)(g, 9)(z,y)~ ' = (zgz=t,ygy=1) € A(G), V(z,y)
€ GxGV(g,9) € AG) & (x)xgx—! = ygy=1,V(z,y) € G x G,¥(g,9) € A(G). Ez
ekvivalens azzal, hogy G kommutativ. Valéban, ha G kommutativ, akkor a fenti (*)
egyenl6ség: g = g igaz, ha pedig (*) igaz, akkor legyen ebben g = y és kapjuk, hogy
TY = yx.

iii) Ha G kommutativ, legyen F' : G x G — G, F((g,h)) = gh~!'. Ez izomorfizmus,
Ker F = A(G) és alkalmazzuk a homorfizmustételt.

* V3. Legyen H={z€C:|z| =1} é U = {z € C|In € N*: 2" = 1}, ahol (H,")
és (U, -) csoportok, U az egységgyokdk csoportja. Igazoljuk, hogy
a) (C/R,+) ~ (R, +),

b) (C*/H,+) ~ (R, ),
) (C/R%, ) ~ (H, ),

d) (R/Z,+) = (H, ),

&) (Q/Z,+) = (U,").

Megoldas. Alkalmazzuk a homomorfizmus-tételt a kovetkezo homomorﬁzmusokra
A) f:C = R j(z) = Tmz, b) f: € — R f(2) = |2, €) £ € — €, [(z) = 5,
d) f: R — C*, f(x) = cos(2mz) + isin(27mzx), e) f: Q — C*, f(m/n) = cos(2mm/n) +
isin(2rm/n).

v 4. Legyen (G,-) egy csoport, n € Z és tegyiik fel, hogy f : G — G, f(x) = "
endomorfizmus. Legyen tovabba G, = {z € G : 2" = e} és G" = {a" : € G}.
Igazoljuk, hogy

a) G,,G" 4G,

b) G/G, ~ G™.

Megoldas. Megjegyzés. Ha G kommutativ, akkor f morfizmus minden n € Z-re:
f(zy) = (xy)” = 2™y = f(x)f(y),Vx,y € G; nem kommutativ csoport esetén is lehet
f morfizmus valamely fix n-re.

o
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a) G, <G, mert: e € G, #0; haz,y € G,,, akkor 2" = y" = e és (zy)" = f(ay) =
= z"y" = e, tehat zy € G,; ha z € G, akkor (z71)" = (2™)~! = ¢, innen

G, 2 G, mert: Vg € G,Vr € G2 (gzg™')" = f(gzg™') = f(9)f(2)f(9)~! =
f(g9)ef(g)~! =e, innen gzg=t € G,,.

G"™ < G, mert: e € G™ # (); ha z,t € G", akkor z = 2"t = y" és 2t = z"y" =
f(x)f(y) = f(zy) = (zy)", tehdt xzy € G™; ha z = 2" € G, akkor 27! = (a2")~! =
(z=1)", innen z—! € G™.

Masképp: G, =Ker f 4G és G" =Im f < G.

Tovabba: G < @G, mert: Vg € G,Vz = 2" € G™ gzg~! = gang~! =
grg~tgrg=t---grg~! = (gxg—')", innen grg—! € G".

b) alkalmazzuk a homomorfizmus-tételt f-re. %
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8. Permutaciécsoportok

8.A. Inverzid, elGjel, alternal6 csoport

Az n-edfoku szimmetrikus csoportot vagy teljes permutéciécsoportot, jelolése S, ,
3.B.5-ben definidltuk.. Itt |S,| = n!. Ha o € S,, akkor az (i,j) elempér inverziéja
o-nak, ha i < j és o(i) > o(j). A o permutaci6 inverzidinak sz4mét Inv(co) jeloli.

sgn(o) = (—=1)v(?) a o permutacié el8jele, o paros permutdcio, ha sgn(o) = +1
és o paratlan permuticid, ha sgn(o) = —1.

Az (i,7), i < j parok szdma (Z), ezért 0 < Inv(o) < ( ) Itt Inv(c) =0 0 =¢c az
identikus permutdcié. Tovébbd Inv(c) = (}) < cr(z) =n—1i+1,V1 <i<n, azaz

(1 2 L.n
T \n n-1 ... 1

Han22ésj<k,akkora7jk65n,

k, i=j,
() =144, i=k,
i, 17k

permutaciét transzpozicionak nevezziik, itt

o (1 2 ... j—1 45 j+1 ... k=1 k k+1 ... n)
k= \1 2 ... -1 k j+1 ... k—1 j k+1 ... n
Itt j (k — j) inverziét alkot, j + 1,5 + 2,...,k — 1 mindegyike 1 inverziét alkot és mas
inverzié nincs, tehdt Inv(r;) = (k —j) + (k — j — 1) = 2(k — j) — 1, ezért 7,; pdratlan
permutacioé.
8.A.1. Tétel. a) Minden o € S, esetén

11 o(j) —o(i)

sgn(o) = i

1<i<j<n

b)sgn: S — {—1,41}, sgn(o) = (—1)"v(?) sziirjektiv csoportmorfizmus,

c) A, részcsoportja S, -nek, mi tébb: A, = Kersgn < S, A neve n-edfoki al-
terndalé csoport és |A, | = n!/2.

Bizonyitds. a) o bijektiv, ezért Vi,j € {1,2,...,n},i < j = Jk, ¢ € {1,2,....n} :
o(k)=1i,0(0) =jés k>« (i,j) inverzidja o-nak. Kovetkezik, hogy a

11 a(j) —o(i)

Ll J—1
1<i<j<n

szorzat egyszerlsithetd és a —1 tényezok szama éppen az inverzidk szama.
b) ha o,7 € S,,, akkor

11 o(r(4)) =o(r(@) _

sgn(ocoT) = — =
j—i

1<i<j<n
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= sgn(o) sgn(7),

- [ Aoet@) =m0

1<i<j<n 7(j) = 7(0) 1<icj<n J 1

itt a 7(1),7(2), ..., 7(n) szdmok megadjak az 1,2, ...,n szdmokat 7 bijektivitdsa miatt.
sgn sziirjekt{v, mert sgn(e) = 1 és sgn(r;;) = —1, ahol 7;; egy transzpozicio.

c) e € A, tovabbd, ha o,7 € A , akkor mivel sgn morfizmus: sgn(o7) =
sgn(o)sgn(r) =1-1 =1, tehdt o7 € A ; ha o € A, akkor sgn(c~!) = (sgn(o))~t =
171 =1, ahonnan 0! € A . Kévetkezik, hogy A, < S, .

Legyen 7 € S, egy rogzitett transzpozicié. Mivel sgn morfizmus, kovetkezik, hogy
p: A, — S \A,, ¢(0) =0T egy jolértelmezett bijektiv fiiggvény. Innen kapjuk, hogy
1A, | =15, \A,| =%. Ugyanakkor A, < S, , mert az elézdek szerint [S,, : A4, ] = 2.

Maésképp: A homomorfizmus-tételbdl S, /A, ~ U, = {—1,41}, innen |S, /A, | =
S, A, =2¢é|S,| =[S, : A4,]|A4,|, ahonnan n! = 2|A | és |A | =n!/2. O

8.A.2. Feladat. ¥ Hatdrozzuk meg az S, -beli transzpozicidk szamat.

Valasz. (727’)

8.B. Diszjunkt permutaciok, orbitok, ciklus

A o és 7 permutéicidkat diszjunkt permutaciéknak nevezziik, ha minden i €
{1,2,...,n} esetén a o(i) = i vagy a 7(i) = i egyenléségek koziil legalabb az egyik
fennall.

8.B.1. Példa. ¢ A

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
":<5 2 6 4 1 3)’ T:<1 43 2 5 6)686
permutaciék diszjunktak.
8.B.2. Tétel. Ha o és 7 diszjunkt permutaciok, akkor o = 10.
Bizonyitas. Legyen Vi € {1,2,...,n}. Ha o(i) = 7(i) = i, akkor o(7(i)) = o(i) =
i=1(0(i)).
Ha o(i) = j # i, akkor o(j) # j és 7(i) = i,7(j) = j. Kovetkezik, hogy o(7(i)) =

o(i) =7 és 1(o(i)) = 7(j) = j. Hasonlban, ha 7(i) # i. O
Legyen o € S, rogzitett és tekintsiik a kévetkezo relaciét: i ~° j & Ip € Z: oP(i) =

1 2 3 4 5 6
":(3 2 1 5 6 4)656
permutdciora pl. 1 ~7 3 és 4 ~° 6, mert o(1) = 3, 02(4) =6, de 1 7 4.

8.B.4. Tétel. Minden o € S, estén ~° egy ekvivalenciareldcio.

Bizonyitas. i ~° i, mert 09(i) = e(i) = i. Ha i ~° j, akkor Ip € Z : oP(i) = j =
o P(j)=i=j~%4. Hai~7 j,j~° k, akkor 3p € Z : oP(i) = j,Iq € Z : 09(j) = k =
oPti(i) =k =i~ k. O

Tekintsiik a ~ reldci6 szerinti {1,2,...,n}/ ~= {0, 0,, ..., 0, } faktorhalmazt, en-
nek véges sok eleme van, hiszen S, is véges. Itt O;,0,,...,0, -et a 0 permutacié
palyainak vagy orbitjainak nevezziik.

8.B.5. Példa. e Az el6bbi példaban O, = {1,3},0, = {2},0, = {4,5,6} (ugyan-
ahhoz az orbithoz tartoznak, azaz relacioban vannak azok a szamok, amelyek kozott
"kapcsolat”, 7atjaras” van alkalmazva a o-t).

Ha i € {1,2,...,n} tetszéleges, akkor az i-t tartalmazé orbit, jelolés O; , megadhaté
fgy: O;, = {o?(i) : p € Z} = {...,071(i),i,0(i),02(i), ...}, de ez véges sok elembdl ll,
hiszen részhalmaza az {1,2,...,n} halmaznak, ezért a oP(i) elemek nem lehetnek mind

J-
8.B.3. Példa. ¢ A
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kiillonbozéek. Létezik olyan k, ¢, k > £, amelyekre o (i) = o(i), innen o*—4(i) = 00(i) =
i, tehat van olyan pozitiv p kitevs, amelyre o?(i) = i (Masképp: az S, csoportban
o™ = e (ldsd 5.D.2), innen o™ (i) = e(i) = i és kovetkezik, hogy van olyan pozitiv p
kitevs, amelyre oP(i) = i). Legyen /, a legkisebb ilyen pozitiv kitev6: ¢, = min{k € N* :
k(i) = i}. Igy 0, = {i,0(i),0%(7),...,ati=1(i)} és az 0,, elemeinek szdma |Oji| =/,
ezt az orbit hosszanak nevezziik.

A o permutéaciot ciklusnak nevezziik, ha legfeljebb egy olyan orbitja van, amely 1-
nél hosszabb. Ez azt jelenti, hogy o € S, egy ciklus, ha léteznek olyan i,,1,,...,7, €
{1,2,...,n} kiilonb6z6 szamok, ahol 1 < ¢ < n, hogy o(i,) = iy,0(iy) = ig,...,0(iy_1) =
ip,0(i,) = i, és o(i) = ¢, ha ¢ ¢ {ij,4y,...,7,}. Azt mondjuk, hogy ekkor o egy
(-hosszusagu ciklus, jelolés o = (i;4y...7,) és az O, = {iy,i,,...,%,} halmazt a o
palyajanak vagy orbitjanak nevezziik.

8.B.6. Példak. e A

o A

permutécié, lasd 8.B.3., nem ciklus, de felbonthatoé ciklusok szorzatara:
o=(13)(2)(456).

e Minden transzpozicié egy 2 hosszisdgu ciklus: 7;; = (i j).

A v ciklus hossza akkor és csak akkor 1, ha v = e az identikus permutécié. Ha v egy
ciklus, akkor minden i € O, esetén v = (i (i) v*(i) ... v~ *(i)) és 7*(3) = i.

8.B.7. Tétel. Egy { hosszisagu ciklus felbonthaté ¢ — 1 transzpozicié szorzatara,
igy elGjele (—1)¢1.

Bizonyitas. Azonnali, hogy o = (iiy...7,) = (i1,)(%0,_q)...(i;45). Mivel
sgn(7,;) = sgn(ij) = —1, kovetkezik, hogy sgn(o) = (-1t O

Ay = (ijiy...7) és 6 = (4 Jy--- J,,,) ciklusok akkor és csak akkor diszjunktak, ha
orbitjaik diszjunktak, azaz ha {i,4,,...,7,} N {j;, Jgs s Gt = 0.

8.B.8. Feladat. v Hatdrozzuk meg az S, -beli £ hossztisagui ciklusok szamat.

Vilasz. (¢ —1)!(}).

8.C. Felbontasi tétel

8.C.1. Tétel. Minden n-edfokii permutacio felirhato diszjunkt ciklusok szorzata-

ként és ez a feliras egyértelmii, eltekintve a ciklusok sorrendjétol.
8.C.2. Példa. e A

U:<123456789>€S
3 26 5918 7 4 9
permutacié orbitjai O; = {1,3,6}, O, = {2}, O; = {4,5,9}, O, = {7,8} és 0 =
(136)(2)(459)(78) = (78)(136)(459), ahol az 1 hosszisagu ciklus elhagyhaté. Ennek
a permutdciénak a tipusa (1,1,2,0,0,0,0,0,0).

Altaldban, azt mondjuk, hogy a o € S,, permutacié tipusa (k,k,,....,k,), ha o
felbonthaté k; szamu 1 hosszusigu, k, szdmu 2 hosszisagu,..., k, szdmu n hosszusagu
ciklus szorzatéra, akol k; + 2k, + ... + nk, = n.
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8.C.3. Kovetkezmény. A transzpozicick halmaza generdlja S, -et, azaz min-
den n-edfoki permutacio felirhaté transzpoziciok szorzataként, de ez a felbontas nem
egyértelmi.

Bizonyitas. Az el6z6 Tétel alapjan elegend6 beldtni, hogy minden nemtrivialis
(nem 1 hosszusagu) ciklus eléallithaté transzpozicidk szorzataként, de ez kovetkezik
a 8.B.7-b6l. Ez a felbontds nem egyértelmii, mert példaul (123) = (13)(12) =
(12)(13)(23)(12). O

Ha egy o permutécié paros (péaratlan), akkor o-nak barmely transzpozicidk szorzata-
ként valé felirdsdban a tényezok szdma paros (péaratlan).

8.D. Feladatok

v 1. Ha n > 3, akkor S, nem kommutativ csoport, mi t6bb, S, centruma Z(S,) =
{e}. Han > 4, akkor Z(A ) {e}.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy Jo € Z(S,) : 0 # e = Ji : j = o(i) # i. Mivel
n > 3, kovetkezik, hogy 3k # i,k # j, és tekintsiik a 7 = (j k) transzpoziciét. Akkor
(o7)(i) = o(7(i)) = 0(i) = j és ( 0)(i) =7(o(i)) = 7(j) = k, ellentmondés.

* Hadoe Z(A,)) :0 #e = FJi:j=o0(i) #1i. Mivel n > 4, kovetkezik, hogy 3k, ¢
ugy, hogy i, j, k, ¢ paronként kiilonbozok, s legyen 7 = (jk¢) € A,,. Akkor (o7)(i) =
o(1(i)) =o(i) =j és (10)(i) = 7(0(7)) = 7(j) = k, ellentmondés. *

v 2. Mutassuk meg, hogy a kovetkezd halmazok generaljdk A -et:

a) a 3 hosszisagu ciklusok,

* b) {(123),(124),...,(12n)}. %

Megoldas. a) Ha a,b,c kiilonbozéek, akkor (ab)(b,c) = (abc), (a,b)(c,d) =
(cad)(abc), ezért barmely 2 transzpozicié szorzata felirhaté 3-ciklusok szorzataként, és
hasznaljuk, hogy minden paros permutacié paros szamu transzpozicié szorzata.
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9. Strukturatételek

9.A. A diédercsoport

Legyen n € N,n > 3 és legyen P, egy szabdlyos n-szog a sikban. A D, = S(P,)
szimmetriacsoportot n-edfoki diédercsoportnak nevezziikk. D, tehat a szabdlyos n-
szO0g onmagara valé egybevagdsagi transzformacidéinak csoportja. Itt a miivelet a kom-
pozicié, vagyis a transzformaciok ”egymas utani elvégzése”.

Bizonyithatd, hogy |D,,| = 2n és D,, a kovetkez6képpen adhaté meg: Legyen O a P,
kozéppontja és legyenek A, A,, ..., A a csicsai.

Jelélje p = py ), @ 27 /n szoggel valé rotaciét (tehat p(A;) = Ay, p(A4,) = A;) és
jelolje o a OA, egyenesre valé titkrozést (o(A;) = A;,0(A,) = A ). Akkor pF = Pokr /n
a 2km/n szoggel valé roticio (p*(A,) = A, ,,0"(Ay) = A,,) és p" = p, = e az
identikus transzformdcié. Tovabba o2 = e és e, p,...,p" L, 0, po, ..., p" Lo kiilonbozé
transzformécick. Valéban, ha 0 < k < n, akkor (pko)(A;) = pF(c(4,)) = pF(4,) =
Ay (PF0)(Ay) = pF(o(4y)) = pF(A,) = A,

9.A.1. Tétel. Az n-edfoki D, diédercsoportra |D, | = 2n és

n—1 2 n—1
,0,p0,p°0, ..., p" "0},

D, = {e,p, 0%, p

ahol p és o az el6bbiekben definialt transzformaciok. [J

Itt p¥o egy t szimmetriatengelyre val6 tikrozés. Ha k = 2m — 1 pératlan, akkor ¢ az
A, A, szakasz felezOmerdlegese, ha pedig k = 2m péros, akkor t az OA,, | egyenes.

Igazoljuk, hogy op = p"~1o = p~lo. Valéban, (op)(A;) = o(p(4,)) =c(A,) = A4,
(p1o)(Ay) = p"Ho(Ay) = p" (A = A, & (0p)(4y) = o(p(4y)) = o(A3) =
A (pnlo)(Ay) = pnl(o(Ay)) = pnHA,) = A, ;. A miésodik egyenlSség pedig
p" = e miatt igaz.

A pn=e,02 =€ és op = p"~lo Gsszefliggések meghatdrozzak D, miivelettdabldjat.

Ugyanakkor pFo inverze onmaga: (pFo)~1 = pFo, azaz (pFo)?2 = e, VO < k < n.
Ez kovetkezik abbdl, hogy pFo egy szimmetriatengelyre vald tiikrozés, ldsd fennebb,
és szdmolassal is igazolhaté: (pFo)? = pkopko = pF(op)pF—to = pF(p~lo)pk~to =
pk=lopk—lo = ... = popo = p(op)o = p(p~lo)o = o2 =e.

Ha n = 3, akkor mivel D, < S; és |D;| = 6, kovetkezik, hogy D, = S,.

Ha n = 4, akkor D, = {e, p, p?, p3, 0, po, p?c, p3c}

A D, diédercsoport absztrakt definicidja a kovetkezo :

2 —1
D, = (z,ylz" =y* =e,yr =2" "y).

Itt z és y az in. generdléelemek és rdjuk a fenti definialé relaciék vonatkoznak.

Ertelmezhetjiik a D, és D, csoportokat is. D, az olyan téglalap szimmetriacsoportja,
amely nem négyzet: D, = {e, (12)(34),(13)(24),(14)(23)} vagy D, = (z,yla? = y? =
e,yxr = xy). Ez éppen a Klein-csoport (izomorf vele).

Tovabba D, az egyenl6szari (nem szabélyos) haromszog szimmetriacsoportja: D, o~
(Zy, +) = (Uy, ).

9.A.2. Feladat. Vv a) Készitsiik el D, miivelettablajat.

% b) Hatérozzuk meg D, részcsoportjait és normélosztéit.

Megoldas. a)

D4 = {67 Ps /)2, p37 g, po, ,020', p30}7

ahol p* = e,02 = e,0p = pio.
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% b) D, réscsoportjainak rendje 1,2,4,8 lehet. Ezek H, = {e}, a masodrendd
részesoportok H = {e, x} alakiak, ahol 2 = e. Ot ilyet taldlunk: H, ={e,0}, Hy =
{espot, H, = {e, 20}, Hy = {e.pPo}, Hy = {er 2.

A negyedrendi részcsoportok H = {e, z,x2, 23}, 2* = e alaku ciklikusak vagy Klein-
félék: H = {1,z,y,xy}, ahol 22 = y? = e,zy = yx. Egy ciklikus részcsoport van:
H. = {e,p,p? p?} és 2 Klein-féle: Hy = {e, p?,0,p%c} és Hy = {e, p?, po, p3c}.

Van még a H,, = D, részcsoport.

A fenti 10 részcsoportbél 6 normaélrészcsoport: H,, H,, a trividlisak, H., Hg, H,
indexe 2, Hy pedig két normalrészcsoport metszete: Hy = H, N Hg. A tobbi 4, tehat
H,, H,, H,, H, nem normalrészcsoport, mert pl. pop=! = pop® = p(op)p? = p(p30)p? =
ptop? = op* = pop = p*c ¢ H,.

Megjegyzés: {e,0} < {e,p?,0,p?c} < D, (rendre 2 indexiiek), de {e,o} 4 D,. %

9.B. A 2p rendii csoportok

A csoportelmélet egyik fontos feladata az Osszes 1étezd csoporttipus leirasa. Lattuk
mar, hogy csak egyfajta primszamrendii csoport 1étezik. Tehdt egy-egy olyan csoport
van, amelynek rendje 2,3,5,7,11,13,17,19, ..., ezek ciklikusak (és kommutativak).

Nézziik most a 2p rendi csoportokat, ahol p primszam. Sziikségiink van a kévetkezo
eredményre:

9.B.1. Tétel. Legyen (G,-) egy véges csoport tgy, hogy Vo € G : 22 = e. Akkor G
kommutativ és Iétezik k € N tigy, hogy |G| = 2F.

Bizonyitas. Va,y € G : e = (xy)? = zyxy, e = ee = 22y? = xayy = 1y = Y.

A misodik allitast |G| = n-szerinti indukciéval bizonyitjuk. Ha |G| = 1 vagy |G| = 2,
akkor az allitas igaz. Tegylik fel, hogy az allitds igaz minden n-nél kisebbrendi csoportra
és legyen |G| = n. Legyen x € G,x # e és N = (x) az x &ltal generdlt részcsoport, N =
{e,z}, hiszen 22 = e. Tovabbd G kommutativ, ezért N < G és G/N = |G|/2=n/2 <n
és VyN € G/N : (yN)? = y2N =eN = N, ami a G/N faktorcsoport egységeleme.

gy G/N-re alkalmazva az indukciés feltételt: |G| = 2%, ahonnan |G| = |G/N||N| =
2k+1 O

A kovetkezo tétel a a diédercsoport fontossagara is ravilagit.

9.B.2. Tétel. Ha a G csoport rendje |G| = 2p, ahol p > 2 primszdm, akkor
G = (Zy,, +) vagy G ~ (D,,0).

% Bizonyitids. Minden x € G elem rendje osztéja a csoport rendjének (Tétel),
azaz Vx € G : o(x) = 1,2,p vagy 2p. Ha Jz € G : o(x) = 2p, akkor G ciklikus:
G = (x) = (Zyg, +).

Ellenkezé esetben Vx € G,z # e : o(z) = 2 vagy o(z) = p. Ha p = 2, akkor
Ve € G,z # e : o(x) = 2 és a miivelettdbla elemzésével a D, ~ Z, x Z, Klein-féle
csoportot kapjuk.

Ha p > 3, akkor |G| # 2F és az el6z6 Tétel alapjén kovetkezik, hogy 1étezik x € G :
o(r) =péslegyen N = (z) = {e,x,22,...,xP~1}. Mivel |N| = p, ezért |G/N| = 2, azaz N
egy 2 indexi részcsoport, ezért N < G, lasd 6. szakasz, ésVy € G\N : G/N = {N,yN},
yN = Ny, (yN)? = N (mert (yN)? = yN = yN = N, nem lehet) és (yN)? = yN (p
paratlan). Ugyanakkor yx € yN = yN = (yx)N. Tehat y? # e, (yx)? # p, s mivel
minden elem rendje 2 vagy p, kovetkezik, hogy o(y) = o(yz) = 2.

Tovébba, yr € yN = Ny = 3k € {1,2,....,p — 1} : yx = zFy, itt k # 0, mert
k = 0-ra yx = y = z = e, ellentmondés. Itt e = (yx)? = yryr = zFy?2x = 2Ft1, tehat
olx)=p=k+1=k=p—1, yx =P 1y.

[gy G = NUNy = {e,x, 22, ..., 2P~y zy, ..., 2P~ 1y}, ahol o(x) = p, o(y) = 2 és
yr = 2P~ 1y, tehat G ~ D, a diédercsoport. [k
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Tehat két-két olyan csoport van, amelynek rendje 4,6, 10, 14, 22, ..., ezek egyike cik-
likus, a masik a diédercsoport.

9.C. A p? rendii csoportok

Igazolhaté tovabba:

9.C.1. Tétel. Ha a G csoport rendje |G| = p?, ahol p > 2 primszdm, akkor G
kommutativ és G ~ (Z,z,+) vagy G ~ (Z, X Z,,+). U

Tehat két-két olyan csoport van, amelynek rendje 4,9, 25, ..., ezek kommutativak, az
egyik ciklikus, a masik két ciklikus csoport direkt szorzata.

A legkisebb rendii csoport, amely nem szerepel a fentiekben, a 8-adrendii. Igazolhato,
hogy a G kommutativ esetben 3 lehetéség van: G ~ (Zg, +) ciklikus, vagy G ~ (Z, x
Zy,~+) vagy G ~ (Zq X Ly X Zy,+). Ha G nem kommutativ, akkor 2 eset van: G ~ D,
a diédercsoport vagy G ~ ) a kvaternidcsoport.

Tovabba a 12 elemii csoportok szama 5, 15 elemii csoport egyféle van, a ciklikus
csoport, a 16 elemii csoportok szdma pedig 14. Ezek meghatarozasa tobb eldismeretet
és tobb szamolast igényel.
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