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Ebben a jegyzetben attekintjiik a matematikai logika, ezen beliil a kijelentéslogika és
a predikatumlogika, valamint az elemi halmazelmélet és reldciéelmélet alapfogalmait és
fontosabb Osszefliggéseit. Az elméleti anyag jobb megértése érdekében minden fejezet
illusztralé példakat és kitiizott feladatokat is tartalmaz. Felhivom a figyelmet

— a definiciék pontos ismeretére (a fogalmak nevei kovér betiikkel szedettek),

— az egyes fogalmakra adott példékra - adjanak, keressenek tovabbi példédkat az anyag
jobb megértése érdekében,

— a tételek és a tulajdonsagok pontos megfogalmazéasara és a bizonyitasokra,

— a kittuizott feladatok megoldasara.
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BEVEZETES

A logika a gondolkodas altalanos torvényszeriiségeit, szabdlyait vizsgalja. A mate-
matikai logika a matematikaban hasznalt gondolkodasi formdak és kovetkeztetések
formalis szabalyaival foglalkozik. Feltarja az allitasok szerkezetét, elvonatkoztatva azok
tartalmi jelentésétol, és feladata a helyes kovetkeztetési szabalyok megallapitdsa.

A matematikai logika ezdltal a matematika, az informatika és mas tudomdnyagak
megalapozasat is szolgalja. Hozzajarul a helyes gondolkoddsméd kialakitasahoz és a
nyelvi kifejezések helyes hasznalatahoz.

A matematikai logika mddszere eltér a hagyomanyos logika mddszerétol. A szimbo-
lumok hasznélata mellett - emiatt a matematikai logikat sokdig szimbolikus logikanak
is nevezték - lényeges az absztrakcid, a matematikai modszerek, a halmaz, a relacio és a
fliggvény fogalmainak a hasznélata.

Maér Arisztotelész (K.e. 384-322), 6kori gordg filozéfus megfogalmazott néhany fontos
logikai alapelvet. A matematikai logika G. W. Leibniz (1646-1716) német matematikus
és filozéfus munkassdganak nyomén indult fejlédésnek. O egy olyan altaldnos mddszert
keresett, amely lehetévé teszi az 1j ismeretek felfedezését és a vilag megismerését. Célja
az volt, hogy mindent szimbdolumokkal fejezzen ki, a kozottiik 1évo kapcsolatokat pedig
a logika torvényei szolgaltassdak.

Leibniz nyoman f6képp az algebra teriiletén indultak meg a kutatasok, majd a geo-
metriai axiémarendszerek ellentmondasmentességének kérdése és a halmazelméleti el-
lentmondésok problémaja 6sztonozte a matematikai logika fejlodését. Késobb az
aritmetika és a formalis nyelvek megalapozasa, valamint az informatikai alkalmazasok
céljabdl folytak és folynak jelenleg is intenziv kutatasok. Jelentos eredményeket értek
el G. Boole (1815-1864, angol), A. de Morgan (1806-1873, angol), G. Peano (1858-1932,
olasz), B. Russel (1872-1970, angol) és masok.

A halmazelmélet megalkotéja G. Cantor (1945-1918) német matematikus. Ebben
az Un. naiv halmazelméletben alapfogalmak, azaz definidlatlan fogalmak a halmaz, az
elem és az elemnek a halmazhoz valé hozzatartozasa. Ezeket hasznalva vezetheték be
az ujabb, immar definialt fogalmak, mint példaul a halmazok uniéja és metszete, vagy
a relacio fogalma.

Ennek a szemléletes elméletnek bizonyos korlatai vannak. KErre mar a XIX.-XX.
szazad forduléjan radobbentek a matematikusok, amikor bizonyos ellentmondésokra,
un. halmazelméleti paradoxonokra vagy antinémidkra talaltak. Ez felvetette a hal-
mazelmélet axiomatizalasdnak a gondolatat. Az axiomatikus halmazelmélet megterem-
t6i E. Zermelo (1871-1953, német), A. Fraenkel (1891-1965, német), Neumann Jénos
(1903-1957, magyar) és masok.
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1. LOGIKAI ALAPFOGALMAK

1.1. Kijelentések. A kijelentés (itélet vagy allitas) olyan jél meghatérozott do-
logra vonatkozd kijelenté mondat, amely vagy igaz, vagy hamis, de nem lehet egyidében
igaz is és hamis is. Jelolés: p,q,r,...,x,y, z, ..., ezeket kijelentésvaltozoknak nevezziik.
Példéul,

p: 7A 17 primszam.” igaz kijelentés,

q: 714 oszthatd 4-gyel.” hamis kijelentés,

r: "Minden 2-nél nagyobb paros szam két primszam oOsszege.” kijelentés, amelyrol
jelenlegi ismereteink alapjan nem tudjuk eldontetni, hogy igaz vagy hamis (Goldbach-
sejtés).

A 7Szép id6 van.” mondat nem kijelentés, mert nem egyértelmii, hogy milyen féldrajzi
teriiletre, milyen iddintervallumra vonatkozik az allitas, stb., és emiatt nem allapithaté
meg, hogy igaz vagy hamis, illetve ennek eldontéséhez tovabbi informécidékra lenne
sziikség.

Nem kijelentések a kérdo és a felkialtdé mondatok és nem tekintjiik kijelentéseknek
a definiciokat sem. Példaul, az "Egy 2-vel oszthatd egész szamot paros szamnak
neveziink.” mondat nem kijelentés, de ”Minden paros szam oszthatd 2-vel.” egy igaz
kijelentés.

A ”Most nem mondok igazat.” mondat nem kijelentés, mert ellentmondasos, ha ugya-
nis ez igaz lenne, akkor nem mondanék igazat, tehat mégsem lenne igaz, ha pedig az
allitas hamis lenne, akkor igazat mondanék, tehat az allitas igaz lenne.

Az 7igaz” illetve "hamis” a kijelentés logikai értéke vagy igazsagértéke, ezeket a
tovédbbiakban 1 (vagy i), illetve 0 (vagy h) jeloli. Ha p egy adott kijelentés, akkor ennek
logikai értékét |p| jeloli, igy a fenti kijelentésekre |p| = 1, |q| = 0.

Megjegyzések. a) A kijelentés és a kijelentés logikai értéke fenti megaddsa nem mate-
matikai definicié.

b) Annak eldéntése, hogy egy kijelenté mondat kijelentés-e, és hogy ez esetben mi a
logikai értéke, nem a logika feladata. Ez konkrét tapasztalattal, vagy valamely szaktu-
domany eredményeivel donthet6 el, vagy bizonyos esetekben megallapodas kérdése.

¢) Mér az Okorban Arisztotelész gordg filozéfus, a logika atyja, megfogalmazta a
kovetkez6 torvényeket:

- Az ellentmondastalansdg torvénye: egy kijelentés logikai értéke nem lehet egyidejii-
leg igaz is és hamis is.

- A kizart harmadik torvénye: egy kijelentés logikai értéke vagy igaz vagy hamis,
harmadik lehetdség nincs.

d) Léteznek az un. tobbértéki logikdk is, ezekkel mi nem foglalkozunk.

1.2. Miiveletek kijelentésekkel. Kijelentésekbdl tjabb, Un. Osszetett ki-

jelentéseket képezhetiink az aldbbi logikai alapmiiveletek segitségével. FEzek a
kovetkezok:

1) Negacié: A p kijelentés negécidja (tagaddsa) a ”Nem p” kijelentés, jele —p vagy
p, amely igaz, ha p hamis és hamis, ha p igaz.

Igy |-p| = 1 — |p|. Tabldzattal

P
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Példaul, a p: ”A 17 primszam.” kijelentés negéaciéja a —p: "Nem teljesiil, hogy a 17
primszam.” kijelentés, mely igy is mondhaté: —p: ”A 17 nem primszam.” Ez hamis.

2) Konjunkcié ("logikai és” miivelet): A p,q kijelentések konjunkcidja a ”"p és ¢”
kijelentés, jele p A q, mely akkor és csak akkor igaz, ha p, ¢ koziil mindketto igaz.

A fenti p, q kijelentések konjunkcidja a p A q: 7 A 17 primszam és 14 oszthaté 4-gyel.”
kijelentés, amely hamis.

Ez, akarcsak a negacié esetén, megfelel a koznapi hasznalatnak. A koznyelvben az
7és” kot6szo helyett allhat példaul ”de”, "noha”, "bar”, ”viszont”, stb. Ezek hangulati-
lag befolyasoljdk az Osszetett kijelentést, de logikai érték szempontjabol nem. Példaul:
”A 10 oszthato 2-vel is, 5-tel is.”, 7 A baratom jol vizsgazott, bar nem tanult.”, stb.

3) Diszjunkcié ("logikai vagy”): A p, q kijelentések diszjunkcidja a ”p vagy ¢” kije-
lentés, jele p V q, mely akkor és csak akkor igaz, ha p, g koziil legaldbb az egyik igaz.

Példaul, a fenti p, q kijelentések diszjunkcidja a pVq: ” A 17 primszam vagy 14 oszthato
4-gyel.” kijelentés, amely igaz.

Itt a "vagy” kotoszot nem kizaro értelemben hasznaljuk, helyette ez is mondhatoé:
"a ketto koziil legalabb az egyik esetben”. A koznyelvben gyakran a ”kizard vagy”-ot
hasznaljuk: ”Eva ma este szinhdzba vagy moziba megy”. Van még az tn. ”6sszeférhetet-
len vagy”, pl. ” A gyorsvonat legkozelebb Kecskeméten vagy Nagykoroson all meg.”, 1lasd
6. fejezet.

4) Implikacié: A p,q kijelentések implikacidja a ”p implikalja g-t” vagy ”p-bél
kovetkezik ¢” kijelentés, jele p — ¢, mely akkor és csak akkor hamis, ha p igaz és q
hamis.

A p — q implikaciot a kévetkezo alakok barmelyikével is lehet mondani: ”¢ akkor, ha
p”, 7q, feltéve, hogy p”, ”p elégséges feltétele g-nak”.

Itt p az implikacié el6tagja, g az implikacié utdtagja.

Ez az értelmezés 6sszhangban van a koznyelvi hasznalattal: Egy hallgato a kovetkezot
igéri tarsanak:

"Ha az el6adas pontosan fejezodik be, akkor 12-kor a Kossuth-téren leszek.”

Igéretét csak abban az esetben nem tartja be, ha az el6tag igaz, az utétag pedig
hamis.

5) Ekvivalencia: A p,q kijelentések ekvivalencidja a ”p ekvivalens g-val” vagy "p
akkor és csak akkor, ha ¢” kijelentés, jele <», mely igaz, ha p, q egyidejiileg igaz vagy
hamis és hamis, ha p, ¢ koziil egyik igaz, a mésik hamis, azaz ha |p| = |q|.

A p < g ekvivalenciat a kovetkezdképpen is lehet mondani: ”¢ akkor és csak akkor,
ha p”, vagy " p sziikséges és elegséges feltétele g-nak”.

A koznyelvben az ekvivalencia ritkan fordul eld, de gyakori a matematikaban, példaul:

"Egy héromszog akkor és csak akkor derékszogili, ha befogdinak négyzetosszege
egyenld az atfogd négyzetével.” (Pitdgorasz-tétel)

Tablazattal megadva a fenti definiciok a kovetkezok:

p q P PAg pPVgq p—4q D—4q
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Figyeljiik meg, hogy
IpVq| = |p| + lq| + [p| - |al, Ip Agl = |p|-ql,
lp —q| =1+ |p[+|p|-ql, lp < ql =1+ |p[+ql,
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ahol a + és a - modulo 2 értenddek:

o Y Tty -y
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Minden kijelentés felbonthaté olyan kijelentésekre, amelyek méar nem tartalmazzak
ezeket a miveleteket, s amelyeket elemi kijelentéseknek neveziink.

1.3. Miveleti tulajdonsagok.

Tétel. Ha p, q,r tetszoleges kijelentések, akkor igazak a kovetkezok.

1) |==p| = |p| (a kettds tagadas elve),

A konjunkcio és a diszjunkcié tulajdonsagai:

DpAg) Arl=IpAgAr), [(pVa)Vr=IpV(qVr) (asszociativitss),

3) lpAgl=lgnpl, |pVaql=lgVp| (kommutativitds),

4) lpAeVval=1pl, [pVAg)]=I|pl (abszorbcio),

5 lpApl=Ipl, IpVp|=|p| (idempotencia),

6) [pA(gVvr)=I[eAg)V(pAT), |pV(gAT)| =[PV g A(pVr)| (disztributivitds),

A konjunkcié és a diszjunkcié negaciora vonatkozo tulajdonsagai:

) lpV-pl=1, [pA—ql=0,

8) [m(pA @) =|=pV =g, |=(pVg)|=]|-pA—g| (de Morgan képletek),

Az implikaciéra és az ekvivalenciara vonatkozé tulajdonsagok:

9) lp—al=|-pVal,

10) [p < ql = |(p — @) A (¢ = p)|-

Bizonyitas. Tablazatok segitségével bizonyitunk, példaul a 8) elsé Osszefiiggését
igy:

p | ¢ | pAqg | =(pANg) | =p | ~q | —pV—q
0] 0 0 1 1 1 1
0| 1 0 1 1 0 1
1| o0 0 1 0 1 1
1|1 1 0 0 0 0

A tablazat negyedik és utolsé oszlopanak azonossdga mutatja az Osszefiiggés érvényes-
ségét.

Maésképp, algebrai miiveletekkel, haszndlva a fenti Oszefiiggéseket: Példaul 9) igy
igazolhato:

|=pVq| = |=p|+ gl +|-p|- gl =1 —|p| + |g| + (1 —[p|) - lq] =

=1—1|pl+lgl+lql —Ip|-lgl =1 —[p| +0—p[-|g| =1+ |p| + [p| - |la| = |p — 4l

mert —|p| = |p|, azaz |p| + |p| = 0 minden p-re (modulo 2).

Megjegyzés. A fenti Tétel tulajdonsagait a || jel elhagydsdval is irhatjuk, pl.
PANG=qAp,pVqg=qVpvagypANq=qAp,pVqg=qVp.

1.4. Predikatumok, miiveletek predikatumokkal. Predikatumoknak nevez-
ziik az olyan kijelenté mondatokat, amelyek egy vagy tobb valtozotdl fiiggenek és ame-
lyek ezen valtozok minden megengedett rogzitett értékeire egy kijelentést adnak.
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A valtozok lehetnek szamok vagy valamely halmaz elemei. A véltozok szamatol
fliggden beszéliink egyvaltozods, kétvaltozods,...,n-valtozds predikatumokrol. Jelolés:
P(x), P(z,y), P(zy,2,,....,2,),..., vagy Pz, Pxy, Pr,zy..x ,... .

Példaul, P(x,y,z) : "z +y = 2”7 egy 3-valtozés predikdtum, amelyben az z,y, z
véaltozok pl. valds szdmok. Itt P(2,1,3) : "2+ 1 = 3”7 igaz kijelentés, P(3,1,2) :
73 4+ 1 = 2" pedig hamis kijelentés. Tovabbi példak:

Q(x) : "x > 0” és R(z) : "z < 0" egy-egy, a valés szdmok halmazén értelmezett
1-valtozos predikatum,

S(z,y):"x >1y" egy, az egész szamok halmazéin értelmezett 2-véltozos predikdtum.

Az n-valtozés predikatumokra vonatkozo alapmiiveletek a kovetkezoképpen adhatdk
meg;:

P(xy,zy,...,2,) = P(xy,2q,...,2,),

(PANQ)(xy,29,...,2,) =P, 2y,...,2,) NQ(z,2q,...,2,),
(PVQ)(xy,29,...,2,) =Plxy,zy,...,2,)VQ(,2q,...,2,),
(P—Q)(xy,2y,...,2,) =Pxy,2,...,2,) = Qzy,2,,...,2,),

(P Q)(xy,2y,...,2,) =Pxy,24,...,2,) — Qzy,2,,...,2,),

ahol a jobb oldalon a kijelentésekre vonatkozé alapmiiveletek szerepelnek.

Példaul, a Q(z) : "z > 0" és R(x) : "z < 0” 1-véltozds predikdtumok esetén

(QAR)(z): "z >0A 2z <0", ez minden valés z-re hamis,

(QV R)(z):"x >0V x <0, ez minden valds z-re igaz.

Ha P, Q) egyvaltozos predikatumok és minden megengedett = értékre |P(z) — Q(x)| =
1, akkor azt mondjuk, hogy P-bol kovetkezik @, vagy ) kovetkezménye P-nek,
jelolés: P(z) = Q(x) vagy P = Q.

Ha minden megengedett z értékre |P(z) < Q(x)| = 1, akkor azt mondjuk, hogy P
és Q egyenértékiiek, vagy ekvivalensek, jelolés: P(x) < Q(x) vagy P < Q.

Példaul, ha P(x) : "z < 1”7 és Q(z) : "o < 1”7 az R halmazon, akkor P = (). Ha még
S(x):"3x < 37, akkor P < S.

1.5. Logikai kvantorok. A "minden z-re” kifejezést univerzalis kvantornak
nevezzziik, jele Va, olvasd még: ”"barmely x-re”, ”tetszéleges x-re”.

Legyen P(x) egy, az A halmazon értelmezett egyvéltozos predikatum. A VxP(x) egy
kijelentés, amelynek logikai értéke:

1, haminden a € A -ra |P(a)| =1,
wap(a)] = { o
0, masképp, azaz ha van olyan a € A, amelyre |P(a)| = 0.
Péld4ul, ha P(z) : "2 > 0” az R halmazon értelmezett predikdtum, akkor VaP(x)
igaz kijelentés. Ugyanakkor, ha a Q(z) : 22 > 0” az R-en értelmezett predikdtumot
tekintjiik, akkor Vz@Q(z) hamis kijelentés, mert = = 0-ra Q(0) : 02 > 0” hamis kijelentés.
A 7van olyan x, hogy” kifejezést egzisztencialis kvantornak nevezzziik, jele dz,
olvasd még: "létezik x ugy, hogy”.
Ha P(x) egy, az A halmazon értelmezett predikdtum, akkor a 3z P(z) egy kijelentés,
amelynek logikai értéke:

0, haminden a € A -ra |P(a)| =0,

1, mésképp, azaz ha van olyan a € A, amelyre |P(a)| = 1.

2oP()] = {

Példaul, ha P(x) : "22—2 = 0” az R halmazon értelmezett predikdtum, akkor 3z P(x)
igaz kijelentés. Ugyanakkor, ha Q(x) : 722 — 2 = 07 az egész szdmok Z halmazédn
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értelmezett predikdtum, akkor Jz@Q(x) hamis kijelentés, mert az 22 — 2 = 0 egyenlet
gyokei, a v/2 és a —v/2 nem egész szamok.

A kovetkezdkben felsorolunk néhany, a bevezetett kvantorokra vonatkozé fontosabb
tulajdonsagot.

Tétel. Ha P(x) és Q(x) tetszOleges egyvaltozds predikatumok, akkor
1) [=(3zP(x))| = [Ve-P(z)|, [~(VaP(z))| = |Fz=P(z)],

2) [VaP(x) ANV2Q(z)| = [Va(P(z) A Q(x))],

2; (VzP(z) VVzQ(z)) — (Vw(f( z) VQ(x)))]

5)

|Gz (P(z) A Q(2))) — (FzP(x) A 3rQ(x))]
BzP(z) v 3xQ(z)| = [Bz(P(z) v Q(2))].

Az 1) tulajdonsag szerint a 3 (V) kvantort igy negédljuk, hogy helyette a V (3) kvantort
irjuk és negaljuk a predikdtumot. Példaul, a

”Van olyan hallgaté, aki vizsgazott.” negdcidja ” Nincs olyan hallgaté, aki vizsgazott.”,
azaz ”"Minden hallgaté nem vizsgazott.” (”Egy hallgat6 sem vizsgdzott.”)

” Minden hallgaté vizsgazott.” negéacidéja: ”Nem minden hallgatd vizsgazott.”, azaz
”Van olyan hallgaté, aki nem vizsgazott.”

Megjegyezziik, hogy a 3) tulajdonsidgra nézve nem igaz, hogy

|(Vz(P(z) V Q(x))) — (VzP(z) VVzQ(zx))| = 1, azaz nem teljesiil, hogy

Ve P(z) vV VeQ(z)| = [Vo(P(z) V Q)]

Valéban, legyenck P(z) : "z > 07 és Q(z) : "z < 0”7 a valds szdmok R halmazan.
Ekkor

VzP(x) VVzQ(z)| =0 és |Vx(P(x) vV Q(x))| = 1.

Hasonléképpen a 4) tulajdonsigra. Szerkessziink tovabbi ellenpéldékat.

1.6. Feladatok.
1. Kijelentések-e a kovetkezok ? Ha igen, akkor mi a logikai értékiik ?

a) A 91 primszam.

b) Ha egy egész szam oszthaté 6-tal, akkor oszthaté 3-mal is.

¢) Holnap havazni fog.

c) Figyelj jol !

d) Mikor fedezték fel Amerikat ?

e) Az 22 + 1 = 0 egyenletnek nincs valds gyoke.
2. Irjunk példdkat igaz, illetve hamis kijelentésekre.
3. Képezziik a kovetkezo kijelentések negaciéjat, konjunkcidjat és diszjunkcidjat, majd
allapitsuk meg ezek logikai értékét:

1) p: "Ma este tanulunk.” q: Ma este nem néziink TV-t.”
2)p: "2x2=5" q: 727 oszthat6 9-cel.”
3) p: ”Olaszorszag févarosa Napoly.” q: "Eurépaban 19 orszag van.”

4. Igazoljuk a 1.3. szakasz Tételének allitasait.

5. Igazoljuk, hogy az implikdcié nem kommutativ és nem asszociativ.

6. A p — ¢ implikaci6 megforditasa a ¢ — p implikacié, p — ¢ kontrapozicidja
pedig a ~q — —p implikacié. Igazoljuk, hogy:

a) az implikacié ekvivalens a kontrapozicidjaval: |p — q| = |-q — —p|,
b) az implikdcié megforditasa ekvivalens a megforditdas kontrapozicigjaval (a kon-
trapozicié megforditasaval): |¢ — p| = |-p — —q|.

7. Készitsiik el a kovetkezd formulak értéktablazatat:
a) (pVaq) < (qVp),
b)(p—q)Vr
¢) =(=pVaq) < (pVp).
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8. Irjunk példdkat predikétumokra.
9. Allapitsuk meg a kivetkezd kijelentések logikai értékét:
a) Vx € R P(x),
b) Vx € Z Q(x),
c) 3z € R P(z),
d) 3z € Z Q(x),
ahol P(x): 723> 07, Q(x): 7322 +2 > 3” és R a valds szamok halmaza, Z az egész

szamok halmaza.
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2. HALMAZOK

2.1. Halmazok. A halmaz bizonyos j6l meghatarozott dolgok (targyak, fogalmak),
a halmaz elemeinek az 6sszessége. Azt, hogy az a elem hozzatartozik az A halmazhoz
igy jeloljiik: a € A (a eleme A-nak); b ¢ A jelentése: b nem eleme A-nak.

Egy halmazt egyértelmiien meghataroznak az elemei. Egy halmazt megadhatunk dgy,
hogy felsoroljuk az elemeit, pl. A ={1,2,3,4}, B = {z,y, 2z} vagy gy, hogy megadunk
egy, a halmaz = elemeire jellemzd T'(x) tulajdonsagot: A = {x|T(x)} = {x : T(x)}, pl.
A={zlr e Rés 0 <z <3}

A szamhalmazokra az aldbbi jeloléseket hasznaljuk:

N={0,1,2,3,...} a természetes szamok halmaza,

N* = {1,2,3,...} a nemnulla természetes szamok halmaza,

7Z=A..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} az egész szdmok halmaza,

Q=1{%la,b € Z,b+# 0} araciondlis szimok halmaza,

R a valés szamok halmaza.

Az iires halmaz (egyetlen eleme sincs) jele: (). Az A és B halmazokat egyenl6knek
nevezziik, ha ugyanazok az elemei, jel. A = B.

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme B-nek is eleme, jel.
AC B.

Jegyezziik meg, hogy A = B akkor és csak akkor teljesiil, ha A C B és B C A.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a vizsgalt halmazok részhalmazai egy U tun.
alaphalmaznak (univerzumnak). Az el6zék szerint az A és B halmazok egyenléek,
haz € A& z € B, itt Plz) : x € Aés Q(z) : * € B az U halmazon definialt
predikdtumok. Gyakran ezt igy {rjuk: Vo € U(x € A < x € B).

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, hax € A=z € B,azazVer € U(x € A =
x € B).

2.2. Miveletek halmazokkal. Az A és B halmazok metszete a kozos elemek
Osszessége: AN B ={x|x € A és x € B}. Ha AN B = (), akkor azt mondjuk, hogy A és
B diszjunkt vagy idegen halmazok.

Az A és B halmazok egyesitése vagy unidja azoknak az elemeknek az Gsszessége,
amelyek hozzatartoznak legalabb az egyik halmazhoz: AU B = {z|x € A vagy = € B}.

Az A\ B kiilonbséghalmaz az A olyan elemeinek a halmaza, melyek nem tartoznak
a B-hez: A\ B={z|x € Aésx ¢ B}.

Ha A C E, akkor E \ A-t az A halmaz FE-re vonatkoz6 kiegészité vagy komple-
menter halmazénak nevezziik, jelolés: C,(A). Ha E, neve alaphalmaz, rogzitett,
akkor a C(A) vagy A jeldléseket is hasznéljuk.

Az A és B halmazok szimmetrikus kiilonbsége az AAB = (A\ B)U(B\ A) halmaz.

Figyeljiikk meg, hogy a metszet miiveletet a logikai 7és” (konjunkcid) miivelettel
értelmezziik, a halmazok uniéjit pedig a logikai ”vagy” (diszjunkcié) miivelettel. Ha-
sonlé kapcsolat van a komplementer halmaz és a negécid, valamint a szimmetrikus
kiilonbség és a "kizard vagy” kozott.

2.3. Miiveleti tulajdonsagok

Tétel. Ha A, B, C tetszoleges halmazok, akkor

1) (AnB)NC=An(BNnC), (AUuB)UC =AU (BUDC) (asszociativitas),

2) ANB=BnNA, AUB = BUA (kommutativités),

3) AN(AUuB)=A, AU(ANB)= A (abszorbcib),

4) AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (disztributivités),

5) AUC,(A)=E, AnC,(4) =0,
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6) C(ANB)=C(A)ul(B), C(AuB)=C(A4)nC(B) (de Morgan képletek),

NVANA=A AUA=A,

8) C(C(A)) =4, A\B=An((B).

Bizonyitas. Kovetkeznek a logikai miiveletekre vonatkozé megfeleld allitasokbol.
Példaul 6) elsd képlete fgy: 1 €e ((ANB) & x¢ ANB& ~(x € ANB) &
s-(rcANzeB)erd¢Avag¢ Bercl(A)veel(B) e xecl(A)ul(B).

Mésképp, belatjuk a kétiranyd bennfoglalast. Igazoljuk példdul 3) mésodik képletét:
A C AU (AN B) igaz a definicié szerint és AU (AN B) C A is igaz, mert AN B C A.

Tétel. (A szimmetrikus kiilonbség tulajdonsigai) Ha A, B, C tetszéleges halmazok,
akkor

1) AAB=(AUB)\ (AN B),

2) AAB = BAA,

3) (AAB)AC = AA(BAC),

4) AAD=A, AAA=1)

5) AN (BAC) = (ANB)A(ANCQC).

Bizonyitds. 3) és 5) kivételével azonnaliak a definicidk alapjan. Ez utébbiakra
még visszatériink.

2.4. Descartes-szorzat, hatvanyhalmaz. Az A és B halmazok Descartes-
szorzatanak nevezzik az

Ax B={(z,y):x € ANy € B}

halmazt. Itt (z,y) rendezett elempart jelol, ahol lényeges az elemek sorrendje:
(z,y) = (2,t) akkor és csak akkor, ha z =z és y = t.
Ha A és B elemeinak a szdma m, illetve n, akkor A x B elemeinek a szama mn.
Példéul, A = {1,2,3}, B = {a,b} esetén A x B = {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b), (3,a),
(3,0)}

Altalénosan, az A, A,, ..., A, halmazok Descartes-szorzata az
Ay x Ay x ..o x A, ={(x,29,...0,) 2, EA Nxy EAZN .. AN, €A}

halmaz, ahol (z,2,,...,x,) in. rendezett elem n-es. Ha A, = A, = ... = A = A,
akkor jelolés: A x A x ... x A= A".

Példaul, R? és R3 azonosithaté a sik, illetve a tér pontjainak halmazdval.

Az A halmaz részhalmazainak az 6sszességét P(A)-val jeloljik: P(A) ={B: B C A},
ez az A hatvanyhalmaza.

Ha A elemeinek a szama n, akkor a részhalmazok szama 2", azaz a hatvanyhalmaz

27 elembdl all.

2.5. Predikatumok igazsaghalmazai. Az 1.4. szakaszban méar definidltuk az n-
valtozds predikdtum fogalmat: az A halmazon értelmezett n-véltozos predikatum (vagy
logikai fiiggvény) az A halmaz =, x,, ..., z,, elemeire vonatkozé olyan P(z,,z,,...,2,,)
nyilt kijelenté mondat, amelyre minden rogzitett a,, a,, ..., a,, esetén P(ay, ay, ...,a,, ) egy
kijelentés.

A 0-valtozds predikatumok a kijelentésekkel azonosithatok.

Ha P(z,z,,..,x,) egy n-valtozés predikdtum, akkor azoknak az (a,,a,,..,a,) ren-
dezett elem n-eseknek a halmazat, amelyekre P(a,,a,, ...,a,) igaz a predikatum
igazsdghalmazanak nevezziik, jelolés: Z(P). Minden predikdtumot meghatérozza az

igazsdghalmaza.
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Példéul az R-en adott P(z,y,z) : "o +y = 2” 3-valtozds predikdtum igazsighalmaza
az Osszes (a,b,a + b) alaki rendezett szamhérmas, ahol a,b valés szamok: Z(P) =
{(a,b,a+b) : a,b € R}.

AQ):7x >0 és R(x) : "o < 0" 1-valtozds predikdtumok igazsdghalmazai a
(0,00) és (—o0, 0] intervallumok: Z(Q) = (0,00), Z(R) = (—o0,0].

Ha P egy n-valtozds predikdtum az A halmazon, akkor P igazsidghalmazara Z(P) C
An. Ha Z(P) = A", akkor azt mondjuk, hogy a P predikdtum azonosan igaz, ha pedig
Z(P) =0, akkor P azonosan hamis.

Az n-valtozos predikatumokra vonatkozé alapmiiveletek a kovetkezéképpen is defini-
alhatok:

2) T(P) = A"\ Z(P),

b) Z(P AN Q) = Z(P) N Z(Q),

¢) I(PV Q) = I(P) UT(Q),

d) (P — Q) = (A" \ I(P)) UT(Q),

d) Z(P < Q) = A"\ (Z(P)AZ(Q)).

Megjegyezziik, hogy P = @ akkor és csak akkor igaz, ha Z(P) C Z(Q), tovabba
P < @ akkor és csak akkor teljesiil, ha Z(P) = Z(Q).

2.6. Feladatok

1. Legyen A = {a,b,c}, B = {b,c,d}, C = {c,e}. Adjuk meg a kovetkez6 halmazokat:
AUB, ANB, AUBUC, ANBNC, A\C, C\ A, AAB, A x C. Készitsiink diagramot.
2. Ha A ={a,b,c,d}, AUB = A, AN B = B, akkor mi lehet a B halmaz ?
. Hany részhalmaza van az A = {1,2,3,4,5} halmaznak ? Altaldnositas.
. Milyen A és B halmazokra igaz, hogy A\ B=B\ A"
. Igazoljuk a 2.3. szakasz 1. Tételének allitasait.
. Igaz-e, hogy

a) AN(AUB) = A,

b) AU(B\C)=(AUB)\ (AUC(C),

c) ANB=ANB

tetszoleges A, B, C' halmazokra ?

Megoldas. c¢) Nem. Legyen pl. A ={1,2}, B={2,3} és £ ={1,2,3}.
7. Igazoljuk, hogy AAB = (AN B)U (BN A) és vezessiik le ennek hasznalataval, hogy
a A mivelet asszociativ.
8. Hatarozzuk meg a kovetkezé halmaz elemeit:

SOk W

A={(z,y) eNxN| 2%~ (y+1)* =12}

ahol N ={0,1,2,3,4,...}.
9. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmaz elemeit:

A={(z,y) e Nx N | 2?4+ 2y? = 5}.
10. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmaz elemeinek a szamat:
A= {(z,y) € N* x N* | 2z + 3y = 2000},
ahol N* = {1,2,3,4,...}.

11. Ha AN C = 0, akkor igazoljuk, hogy A\ (B\ C)=(A\ B)\C.
12. Igazoljuk, hogy ha ANC=BNCé AUuC =BUC, akkor A = B.
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Megoldas. Az abszorbcid és a disztributivitas szerint: A =AN(AUC) =
=AN(BUC)=(ANB)UANC)=(ANB)U(BNC)=BN(AUC)=Bn(BUCQO).
13. Ha A, B, C, D halmazok, akkor:

a) (ANB)x (CND)=(AxC)Nn (B x D).

b) Az (AUB) x (CUD) = (A x C)U (B x D) éllitds nem igaz altaldban.

¢) (AUB)xC=(AxC)u (B x(C).

d) (A\B)xC=(AxC)\(BxC().
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3. RELACIOK

3.1. Relacidk, példak relacidkra. Legyen n € N* és legyenek A, A,, ..., A
adott halmazok. n-valtozds relacionak vagy n-aris relaciénak nevezziik a p =
(A}, A,, ..., A, ,R) rendszert, ahol R részhalmaza az A, x A, x ... x A Descartes-
szorzatnak.

Ha n = 2, akkor a kétvaltozos relacié vagy binaris relacio fogalmat kapjuk:
p=(A;,A,,R),ahol RC A, x A,.

A tovabbiakban csak binaris relaciokkal foglakozunk, ezeket réviden relaciéknak
nevezzik és igy jeloljik: p = (A, B, R), ahol R C A x B. Az R halmazt a p relicié
grafikonjanak nevezziik és jelolés: (a,b) € R < apb, olvasd: a p relaciéban van b-vel.
Ellenkez6 esetben (a nincs p reldciéban b-vel) a jelolés: (a,b) € R < a gb.

Azt mondjuk, hogy p homogén relicid, ha A = B; p az iires relacid, ha R = 0; p
az univerzalis relacié, ha R = A x B.

Az A halmazon értelmezett diagonalis reldciénak nevezzitk az 1, = (4,4,A,),
A, ={(a,a):a € A} relaciét (itt al ;b < a =10).

A p relaciét gyakran azonositjuk R grafikonjaval, igy A X B az univerzalis reldcid, ()
az Ures reldcié, A , pedig a diagondlis relacio.

Példak. 1) Legyen A = {a,b,c,d},B = {1,2} és p = (A,B,R), ahol R =
{(a,1),(a,2),(b,2),(c,1)}. Itt példaul apl, ap2 és c p2.

2) Egy sik hdromszogeinek A halmazaban a hasonlésagi relacié grafikonja A x A-nak
az a részhalmaza, mely az egymassal hasonlé haromszogparokbol all.

3) Az egész szamok Z halmazan értelmezett oszthatosagi relacié a kovetkezé homogén
relacié: p = (Z,Z, R), ahol R = {(a,b) € ZXZ : a|b} = {(a,b) € ZXZ : Ic € Z : b = ac}.

4) A predikdatumokra definidlt P = @ és P < @ kapcsolatok egy-egy relaciot jelen-
tenek.

5) Legyen A az eurdpai orszdgok halmaza, B pedig az dzsiai orszdgok halmaza, és
legyen a € A,b € B esetén apb jelentése a kovetkez6 : a ”a” eurdpai orszag diplomaciai
kapcsolatban van a ”b” azsiai orszaggal.

6) Ha A = () vagy B = 0, akkor csak egy p = (A, B, R) relaci6 értelmezhetd, s ez az
tires reldcié, melynek grafikonja R = ().

Figyeljiik meg, hogy a 2-véaltozdés homogén relacié azonos az 2-valtozos predikatum
fogalméaval.

Azt mondjuk, hogy a p = (A, B, R) relaci6 részrelacidja a o = (A, B, S) relaciénak,
jelolés p C o, ha R C S, azaz ha V(a,b) € A x B : apb = acb.

3.2. Miveletek relaciokkal. A relidciékra a kovetkezd miiveleteket értelmezziik:
Tekintsiik a p = (A, B, R) és 0 = (A, B, S) relacidkat.

A p és o relacidk metszete a pNo = (A4, B, RNS) relacié, tehat a(pNo)b < apbAacb.

A p és o relacidk egyesitése vagy unidja a
pUo = (A,B,RUS) relacid, igy a(pUo)b < apbV ach.

A p reldcié kiegészitd relacidja a Cp = (A, B,CR) relacié, ahol CR az R halmaznak
az A X B-re vonatkozé kiegészité halmaza. fgy alpb < a pb.

A prelci6 inverz relacidjaa p=! = (B, A, R~1) reldcié, ahol R~! = {(b,a) € Bx A :
(a,b) € R}. igy bp~la < apb.

Példak. A Z halmazon az = részrelacidja a < reldciénak és az | oszthatdsagi relacio
nem részrelacidja a <-nek, mert példaul 2| — 6 és 2 £ —6.

A valds szamok R halmazan a < és > relaciék metszete az = relacié, az = és a <
relaciok egyesitése pedig a < relacié6.
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R-ben a < relacié kiegészito relacidéja a > relacid, és < inverze a > relacio.

Tétel. Ha p = (A,B,R) és 0 = (A, B,S) két reldci6, akkor igazak a kovetkezd
Osszefiiggések:

) (p)t=p, (Cp)t=Cpt,

2) (pno)t=p~tnot, (pUo)t=p~tUol,

3.3. Relacié metszetei.

Legyen p = (A, B, R) egy reldcié és X C A. A p(X) ={b € B|3z € X : xpb} halmazt
a p reldcié X részhalmazra vonatkoz6 metszetének nevezzikk. Ha X = {z} egy
egyelemti halmaz, akkor jelolés: p({z}) = p(z) = {b € B : zpb}.

A p(A) metszetet a p relacié masodik projekcidjanak nevezziik és pry(p)-val
jeloljik. A p='(B) = {a € A|3b € B : apb} metszet a p relicié elsé projekcidja,
jelolés: pry(p).

Megjegyezziik, hogy p(X), p(x), pry(p) € B és pri(p) € A.

Példa. A fenti elsé példdban adott relaciéra p({a,b}) = {1, 2}, p({c,d}) = {1},
pla) ={1,2}, p(d) = @,pTQ(p) = {1,2},p7°1(p) ={a,b,c}.

3.4. Homogén relacidk tulajdonsagai. A tovabbiakban néhany fontosabb tipusu
homogén reléciot vizsgalunk.

Legyen p = (A, A, R) egy homogén relacié. Azt mondjuk, hogy

a) p reflexiv, ha minden x € A esetén xpxr (Vx € A = xpx), azaz "minden elem
relaciéoban van énmagaval”;

b) p tranzitiv, ha minden z,y,z € A,zpy és ypz esetén zpz (Vr,y,z € A :
xpy A\ ypz = xpz), azaz “valahdnyszor, ha egy elem reliaciéban van egy maésik elem-
mel és ez utobbi elem relacioban van egy harmadikkal, akkor az elso is relaciéban van a
harmadikkal”;

c¢) p szimmetrikus, ha minden x,y € A, zpy esetén ypr (Vr,y € A : zpy = ypx),
azaz ’valahanyszor, ha egy elem reldciéban van egy masik elemmel, akkor ez utébbi
elem is relaciéban van az els6 elemmel”;

d) p antiszimmetrikus, ha minden z,y € A, zpy és ypx esetén x =y (Vo,y € A :
xpy Nypx = x = y), azaz "valahdnyszor, ha egy elem reldciéban van egy masik elemmel
és ha ez utébbi elem is relaciéban van az elsovel, akkor a két elem egyenld”;

e) p elérendezési relacio, ha p reflexiv és tranzitiv. Ekkor (A, p) neve elérendezett
halmaz;

f) p ekvivalenciarelacid, ha p reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus. Az A halmazon
értelmezett ekvivalenciarelacidk Osszességét £(A)-val jeloljiik;

g) p rendezési relacid, ha p reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus. Ekkor (A, p)
neve rendezett halmaz.

Megjegyzés. Igazolhatok a kovetkezo allitéasok:

i) p reflexiv & 1, C p;

ii) p szimmetrikus < p = p—1;

iii) p antiszimmetrikus < pNp=t C1,;

iv) p reflexiv és antiszimmetrikus = pNp=t =1,;

v) p ekvivalenciareldcié < 1, C pAp=p~1i;

vi) p ekvivalenciarelaci6 és rendezési relacié < p =1,.

Példak. 1) Az egész szamok Z halmazén az oszthatésig elérendezési relacid, nem
szimmetrikus és nem antiszimmetrikus, mert példaul 3| — 3 és —3|3, de —3 # 3.

2) A természetes szdmok N halmazdn az oszthatdsag rendezési reldcié és (N, |) ren-
dezett halmaz.
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3) A Z halmazon az a = b (mod 6) < 6|a — b < az a-nak és b-nek a 6-tal val6 osztési
maradékai egyenléek, tin. kongruencia relacié ekvivalenciarelacio.
4) Az (A, A, A x A) univerzilis relacié ekvivalenciarelacio.

3.5. Ekvivalenciarelaciok és osztalyozasok

Ha p ekvivalenciareldcié az A halmazon, akkor a p(z) = {y € A : zpy} metszeteket,
ahol x € A, ekvivalenciaosztalyoknak nevezziik. Egy rogzitett ekvivalenciaosztalyba
tartoznak az egymadssal reldciéban 1évé elemek. Az ekvivalenciaosztalyok halmazit a
p-hoz rendelt faktorhalmaznak nevezziik: A/p = {p(x) : x € A}.

Példak. 1) A Z halmazon az el6bbi, a = b (mod 6) kongruencia relaciéhoz rendelt
6l — kY = {ok— 12,k — 6,k k + 6,k + 12, ...}.
2) A/1, ={{z}:x € A} és A/(Ax A) = {A}.

Legyen A egy nemiires halmaz és legyen (B;),.; az A részhalmazainak egy rendszere
(itt I egy tn. indexhalmaz): B; C A minden i € [-re. Azt mondjuk, hogy (B,);.; egy
osztalyfelbontasa vagy osztalyozasa A-nak, ha

a) B, #0,Viel,

b) B,NB; =0, Vi,j € I,i # j, azaz barmely két kiilonboz6 részhalmaz diszjunkt,

c) A=U,.; B;, azaz a (B;),-beli részhalmazok unidja az adott A halmaz.

Példaul az A = {1,2,3,4,4,6} halmaznak a B, = {1,2}, B, = {3,4}, B, = {5}, B, =
{6} részhalmazok egy osztalyfelbontasat adjdk.

A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy az ekvivalenciarelacidk és az osztalyfelbontasok
kolesonosen meghatarozzak egymast. Ha ugyanis adott egy ekvivalenciarelacio, akkor
gyljtsiik 0ssze az egymassal relaciéban levo elemeket és egy osztalyfelbontast kapunk.
Ha pedig adott egy osztalyfelbontéas, akkor képezziik azt a relaciét, mely szerint 2 elem
relaciéban van, ha ugyanahhoz az osztalyhoz tartoznak. Ez ekvivalenciarelacié lesz.
Pontosabban,

Tétel. Legyen A egy nemiires halmaz.

1) Ha p egy ekvivalenciareldcié az A-n, akkor az A/p = {p(z) : x € A} faktorhalmaz
egy osztalyfelbontdsa A-nak.

2) Legyen (B,);c; egy osztélyfelbontdsa A-nak és értelmezziik a kovetkezd relaciot:
p=(A,A R),ahol R = U,_;(B; xB,), azaz xpy < Ji € I : 2,y € B, (v és y ugyanahhoz
a B,-hez tartoznak). Akkor p ekvivalenciarelacié az A-n.

3.6. Rendezési relacidk. Legyen p = (A, A, R) egy homogén relacié. Emlékezte-
tiink arra, lasd fennebb, hogy p rendezési relicié és (A, p) rendezett halmaz, ha
p reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus. Ekkor azt mondjuk, hogy (A, p) teljesen
rendezett halmaz vagy lanc, ha a kovetkezo tulajdonsag is teljesiil: Vz,y € A =
xpy V ypx (mésképpen p U p~1 = A x A, az univerzdlis reldcié), azaz A barmely két
eleme Osszehasonlithato a p relacié szerint.

Példak. 1) (N, <), (Z,<),(Q, <), (R, <) teljesen rendezett halmazok.

2) (N, |) rendezett halmaz és nem teljesen rendezett, mert pl. 2 és 3 nem hasonlithatdk
Ossze, egyik sem osztdja a masiknak.

3) Ha A egy tetszéleges halmaz, akkor (P(A), C) rendezett halmaz. Ha A-nak egynél
t6bb eleme van, akkor (P(A), C) nem teljesen rendezett.

Ha p rendezési relacio, akkor zpy helyett gyakran x < y-t irunk, akkor is, ha p nem
a szokdsos "kisebb vagy egyenl6” relacio. Tovabbi jelolések: x < y, hax <y ésx # y
(szigoru egyenlStlenség); = > y, ha y < .
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A véges rendezett halmazokat Hasse-féle diagramokkal dbrazoljuk. Ha x < y és
ha nem létezik z € A dgy, hogy = < z < y, akkor az y pontot az x pontnal magasabb
szinten helyezziik el és a két pontot egy egyenes szakasszal 6sszekotjuk.

Legyen (A, <) egy rendezett halmaz és x € A. Azt mondjuk, hogy = az A-nak
legkisebb eleme vagy minimuma (legnagyobb eleme vagy maximuma), ha Va €
A= x <a (illetve Va € A = a < x). Jelolés: x = min A (illetve z = max A).

Megjegyezziik, hogy ha létezik legkisebb elem (legnagyobb elem), akkor csak egy ilyen
van. Valéban, ha példdul x és =’ legkisebb elemek, akkor x < 2’/ (mert z legkisebb elem)
és 2’ < x (mert 2’ legkisebb elem), igy az antiszimmetria alapjin z = z'.

Példak. 1) (N, <)-ben x = 0 legkisebb elem és legnagyobb elem nem létezik.

2) (N, |)-ban az 1 a legkisebb elem és a 0 a legnagyobb elem, mert 1|a és a|0 minden
a € N esetén.

3) (N'\ {0, 1}, |)-ban nem létezik legkisebb elem és nem létezik legnagyobb elem.

4) (P(A),C)-ban minP(A) = 0 és max P(A) = A.

Az (A, <) egy rendezett halmaznak = € A minimadlis eleme (maximalis eleme),
haVa € A:a <z =a=x(illetve Va € A: z < a= a=x). Masképp fogalmazva
x € A minimdlis elem (maximadlis elem), ha A-ban nincs olyan a elem, melyre a < z
(illetve a > x).

Példéak. 1) (N, <)-ben x = 0 minimadlis elem és maximalis elem nem létezik.
2) (N,])-ban az 1 minimélis elem és 0 maximélis elem.
3) (N'\ {0,1},|)-ban a primszdmok minimé&lis elemek és maximalis elem nem létezik.

Az értelmezések alapjin azonnali, hogy ha létezik legkisebb (legnagyobb) elem, akkor
ez az egyetlen minimélis (maximadlis) elem. A forditott &llitds nem igaz, példaul ha
A ={2F: k € N}U{3,9}, akkor az (A, |) rendezett halmazban a 9 az egyetlen maximalis
elem és nem létezik legnagyobb elem.

Ha (A, <) rendezett halmaz és B C A, B # (), akkor beszélhetiink a B legkisebb
(legnagyobb) elemérél valmint a B minimélis (maximélis) elemeirél.

Ha (A, <) teljesen rendezett halmaz, akkor a minimélis elem (maximélis elem) fo-
galma egyenértékii a legkisebb elem (illetve legnagyobb elem) fogalmaval.

Legyen (A, <) egy rendezett halmaz, x € A és B C A. Azt mondjuk, hogy z alsé
korlatja (fels6 korlatja) B-nek, ha Vb € B = = < b (illetve Vb € B = b < x).
Tovabbé, x a B-nek infimuma vagy legnagyobb alsé korlatja (szuprémuma vagy
legkisebb felsé korlatja), ha = a B alsé korlatai halmazdnak maximuma (illetve x a
B fels6 korlatai halmazanak minimuma). Jelolés: x = inf B (illetve = sup B).

Példak. 1) (N\{0,1},|)-ban a B = {2k+1 : k € N} halmaznak egyetlen alsé korlatja
van, az * = 1, inf B = 1, B-nek fels6 korlatja és szuprémuma nem létezik

2) (R,<)-ban a B = (1, 3] intervallumnak alsé korlatja minden = < 1 szam és fels§
korlatja minden x > 3 szdm, tovabbd inf B=1¢ B, supB =3 € B.

Kovetkezik, hogy minden B részhalmaznak legfeljebb egy infimuma és legfeljebb egy
szuprémuma létezhet; tovabbd, ha B-nek van olyan z alsé korlatja (y fels§ korlatja),
mely B-nek eleme, akkor z = inf B (illetve y = sup B).

Az (A, <) rendezett halmazt halénak nevezziik, ha A minden kételemii részhalmaza-
nak létezik infimuma és létezik szuprémuma (Va,b € A, a # b = Jinf{a, b} AIsup{a,b}).
(A, <) teljes hal6, ha A minden nemiires részhalmazanak létezik infimuma és 1étezik
szuprémuma (VB C A = Jinf BAJsup B). (A, <) jélrendezett halmaz, ha A minden
nemiires részhalmazénak létezik legkisebb eleme (VB C A, B # () = Imin B € B).
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Példak. 1) (N*,|) hdl6: minden a,b € N*-ra inf{a,b} az a és b szdmok legnagyobb
k6z06s osztdja, sup{a,b} pedig az a és b szamok legkisebb kozos tobbszorose.

2) Ha (A, <) teljesen rendezett, akkor (A, <) halé: Va,b € A : inf{a,b} = min{a, b}
és sup{a, b} = max{a, b}.

3) (R, <) nem teljes hél6, mert példaul a B = (—o0,0) intervallumnak nem létezik
als6 korldtja s igy nincs szuprémuma (R, <)-ben.

4) (P(A), Q) teljes hdl6. Ha X = {X, : ¢ € I} C P(A), akkor inf X =N
sup X = U, X;.

5) Ha (A, <) jélrendezett, akkor (A, <) teljesen rendezett. (N, <) jélrendezett, (R, <)
nem jolrendezett, mert példaul a (0, 1) intervallumnak nincs legkisebb eleme.

3.7. Feladatok

1. Adott A ={z,y,2,t}, B=1{1,2,3}. Irjuk fel az A x B és B x A halmazokat.
2. Legyen A ={1,2,3,4,5}, B=1{0,1,2,3,4,5,6} és p = (A, B, R), ahol
R={(a,b) e Ax B:a+b=_8}.

a) Adjuk meg az R halmazt.

b) Adjuk meg a reldciét diagrammal.

3. Az A ={1,2,3,4} halmazon adott a kdvetkezé homogén relacio:
R={(1,1),(2,2),(3.3), (4,4),(1,2), (2,3), (3,4)}.

Adjuk meg gréaffal ezt a relaciét. Rendelkezik-e a reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv
tulajdonsagokkal ? Ekvivalenciarelacié-e 7 Ha nem, akkor adjunk meg az A halmazon
egy ekvivalenciarelaciot.

4. Az N x N halmazon a p relaciét igy definidljuk: (a,b) p(c,d) < a+d=b+ec.

Igazoljuk, hogy p ekvivalenciarelacié.

5. A H ={a,b, c,d} halmazon adjunk meg egy-egy olyan relaciét, amely

a) reflexiv, szimmetrikus, de nem tranzitiv,

b) nem reflexiv, de szimmetrikus és tranzitiv,

c) reflexiv, tranzitiv, de nem szimmetrikus,

d) reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus és tranzitiv.

6. Adjuk meg az dsszes ekvivalenciareldciét az A = {1,2,3} halmazon.

7. Hatérozzuk meg az Osszes rendezési relaciot az A = {1,2,3} halmazon (készitsiink
Hasse—féle diagramokat).

8. Legyen p, és p, két ekvivalenciarelacié az A halmazon. Igazoljuk, hogy

a) pfl és p; N p, ekvivalenciareldcio,

b) Cpl és p; U p, altaldban nem ekvivalenciareldcio.

9. Legyen p egy reflexiv és tranzitiv reldcié az A halmazon. Igazoljuk, hogy p N p~!
ekvivalenciarel4cio.

Vizsgaljuk azt az esetet, mikor A =R és p a 7 <” relacio.

10. Legyen A ={1,2,3,4}.

a) Ha R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(3,2),(2,3),(1,3),(3,1)}, hatdroz-
zuk meg a megfelel6 osztalyfelbontast.

b) A {{1,2},{3},{4}} osztélyfelbontashoz hatdrozzuk meg a megfelel6 ekvivalencia-
relaciot.

11. A komplex szamok halmazan tekintsiik a p; és p, relacidkat, ahol zp,w < |z| = |w|
és zpow & z = w = 0 vagy arg z = argw. Igazoljuk, hogy p, és p, ekvivalenciarelaciok
és abrazoljuk grafikusan a C/p, és C/p, osztalyait.

12. Legyen (A, <) egy rendezett halmaz. Ha létezik a = min A, akkor a az A egyetlen
minimalis eleme. Igazoljuk, hogy a forditott allitas nem igaz.

ierX; €
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4. FUGGVENYEK

4.1. A fiiggvény fogalma. Az f = (A, B, F), F C Ax B relaci6t figgvénynek vagy
leképezésnek nevezziik, ha minden a € A esetén az f(a) metszet egyelemti részhalmaza
B-nek. Ez azt jelenti, hogy az f fliggvény az A halmaz minden elemének megfelelteti a
B halmaz egy és csak egy elemét.

Ha f = (A, B, F) egy fliggvény, akkor A-t az f értelmezési halmazanak vagy
értelmezési tartomanyanak nevezziik, jelélés A = domf (f doméniuma). A B hal-
maz az f értékkészlete, jelolés B = codomf (f codoméniuma), az f(A) metszet az
f fliggvény értéktartomdanya vagy képe, jelolés f(A) = Imf, F pedig a fliggvény
grafikonja.

Ha f = (A, B, F) egy fliggvény, akkor a kovetkez6 jeloléseket hasznaljuk:

f:A— B, AL B Haae A, akkor az f(a) = {b} egyenl6séggel meghatarozott b € B
elem jelolése b = f(a) vagy a +— b= f(a).

Megjegyzések. a) Az f : A — B és [/ : A’ — B’ fuggvények akkor és csak akkor
egyenléek (f = f'),ha A=A’ B = B’ és f(a) = f(a’) minden a € A esetén.

b) Ha f: A — B egy fliggvény és X C A,Y C B,y €Y, akkor f(X)={be€ B|3z €
X:f(x)=b}={f(x):zeX}, f1(Y)={acAFyeY afly} ={ac ATyeY:
fla)=yt ={acA:fla)eY}és [~ y) = f~1(y) ={a € A: f(a) =y}, a grafikon
pedig F' = {(a, f(a)) : a € A}.

c) A 3. szakasz 1. Példajaban szerepld reldcié nem fiiggvény, mert példaul p(a)
{1,2} kételemt halmaz. A p’ = (A,B,R'),A = {a,b,¢,d},B = {1,2}, R =
{(a,1),(b,1), (¢,2),(d,2)} relacié fiiggvény.

4.2. Karakterisztikus fiiggvény. Legyen I egy halmaz és AC E. A x,: F —

{0,1},
( )_{1, ha x € A,
XAkt = 0, hax ¢ A

fliggvényt az A részhalmaz karakterisztikus fiiggvényének nevezziik.

Tétel. Ha A, B C E, akkor

i) ACB & x,(z) < xg(r), VzxekFE,

ii) A=B & x,(z) =xg(x), VrekFE,

i) x5(z) =1—x,(x), VrekE,

V) Xanp(®) = xa(@)xp(®), Ve FE,

V) Xaup(®) = x4 () + x5(x) — x4 (@)xp(2), VreE,

vi) Xxa\5(@) = Xa(2)(1 = xp(x)), VzeE,

vii) X 4ap(®) = XA(@) + Xp(2) = 2x4 (2)xp(7) = (Xa(z) — Xp(2))?, VzeE.

Bizonyitas. i) Tegyiik fel, hogy A C B és legyen z € E. A kivetkezd eseteket
vizsgaljuk: 1. =z € A,x € B, akkor 1 < 1 igaz, 2. x € A,z ¢ B, ez lehetetlen, 3.
x ¢ A,z € B, akkor 0 < 1igaz, 4. x ¢ A,z ¢ B, akkor 0 <0 igaz.

Masképp: az igazolandé egyenl6tlenség csak akkor lenne hamis, ha x ,(z) = 1 és
Xg(z) =0. De ekkor x € A és x ¢ B, ami ellentmond a feltételnek.

Hasonléképpen a forditott implikacid.

ii) Kovetkezik i) alapjan.

A tobbi Osszefliggés az elobbi 4 eset vizsgalataval igazolhatd, vagy gy, hogy hasznal-
juk az elézé (és mar igazolt) képleteket, példaul: vi) A\ B = AN B, lasd 2. fejezet, és
igy

Xa\5(%) = Xan5(2) = X4 (@)X 5(2) = x4(2)(1 — xp(2)).
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Megjegyzés. A ii) alapjan ezek a képletek alkalmasak halmazok egyenlGségének
a bizonyitasdra. Példdul igazoljuk, hogy (AAB)AC = AA(BAC) (a szimmetrikus
kiilénbség asszociativ, lasd 2. szakasz):

X(aaB)ac = Xaas T Xo — 2XaapXe = Xa X5 —2XaXp —2(Xa + X5 — 2XaXp)Xc =

(*) = X4+ X5+ Xe —20XaXs + XaXe + XaXo) FAXAXBXCs

ahol fiiggvényegyenléségeket {rtunk (z nélkiil).
Hasonléképpen szamolva, x 4 A(BAC) 1S @ (*) kifejezést adja. Mésképp, A kommuta-
tivitasa és (*) alapjan

XAA(BAC) = X(BAaC)AA = X5 T Xc T Xa — 2(XpXc + X5Xa + XoXa) T 4XpXcXa =

=Xa +Xp + X~ 2(xaXp + XaXc + XpXe) + X aXEXC
és készen vagyunk.

4.3. Injektiv, sziirjektiv és bijektiv fiiggvények. Legyen f : A — B egy
fiiggvény. Azt mondjuk, hogy

f injektiv, ha A kiilonb6z6 elemeinek kiilonbo6z6 képelemek felelnek meg, azaz, ha
Vo, xq € A xy # x5 = f(,) # f(2y). Ez egyenértéki a kovetkezo éllitassal: Vo, z, €
A, f(x)) = f(zy) = @) = y;

f sziirjektiv, ha B-nek minden eleme képelem, azaz, ha Vy € Bz € A : f(x) = v.
Ez a feltétel igy is irhat6: f(A) = B;

f bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv, azaz, ha Vy € B3lz € A (1étezik egy és csak egy
xeA): flx)=uy.

Példdk: Az f : R — R, f(x) = 22 fuggvény nem injektiv, mert pl. —1 # 1 és
f(=1) = f(1) =1 és nem is sziirjektiv, mert pl. y = —1 € R esetén nem létezik = € R
ugy, hogy f(z) = 22 = —1 legyen.

A g:[0,00) = R, g(x) = x? fiiggvény injektiv és nem sziirjektiv,

h:[0,00) — [0,00), h(x) = 22 pedig injektiv és sziirjektiv, tehat bijektiv.

Barmely A halmaz esetén az 1, = (A, A, A ,) diagonalis relacié egy bijektiv fiiggvény.

4.4. Fuggvények kompozicidéja. Az f: A — B ésa g: B — C fliggvényeknek
ilyen sorrendben vett Gsszetétele (kompoziciéja vagy szorzata) aza go f: A — C
figgvény, amelyre (g o f)(a) = g(f(a)) minden a € A-ra. Ez az a leképezés, amelyet
elobb az f majd a g leképezés egymasutani végrehajtdsa révén kapunk.

A g(f(z)) fiiggvényben a g-t kiils6, az f-et pedig belsé fliggvénynek nevezziik.

Tétel a) Ha f: A — B,g: B — C,h: C — D tetsz6leges fiiggvények, akkor

(hog)of=ho(gof),

azaz a figgvények kompozicidja asszociativ.
b) Minden f : A — B fiiggvényre

fol,=1g0f=F.

c) A fiiggvények kompoziciéja nem kommutativ.



BEVEZETES A MATEMATIKABA 21

Bizonyitds. a) A definici6 alapjan (hog)o f: A — D ésho(gof): A— D,
tehat mindkét esetben A az értelmezési halmaz és D az értékkészlet, tovabba minden

a € A-ra
h(g(f(a))),

((hog)o fi(a) = (heg)(f(a))
(ho(gof))la)=h((ge f)la)) = h(g(f(a)))-

¢) Legyen példdul f,g: R — R, f(x) = 2 +3 & g(z) = 22. Akkor (go f)(z) = g(f(x)) =
glx+3)=(x+3)2és (fog)(x) = f(g(x)) = f(x?) = 22 4+ 3, ahonnan kdvetkezik, hogy
gof#fog.
Ha f: A — B egy bijektiv fliggvény, akkor az f~! inverz relacié fiiggvény, ez az f
inverz fiiggvénye: f~1: B — A, ahol f=1(b) = a < f(a) =b. Ekkor az f~! fliggvény is
bijektiv és f~1 inverze az eredeti f fliggvény : (f~1)~! = f. Igaz tovabbd, hogy

flof=1, fof'=

4.5. Feladatok

. Igazoljuk a 4. fejezet 1. Tételének allitasait !
2. Karakterisztikus fiiggvények segitségével igazoljuk, hogy

a) A\ B=ANDB,

b) A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)=(A\B)\C.

c) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).
3. Legyen A ={a,b,c,d}, B ={1,2,3}, C ={1,2,3,4}. Adjunk meg egy-egy olyan A,
B vagy C' értelmezési tartomanyu és értékkészletii fliggvényt, amely

a) sziirjektiv és nem injektiv,

b) nem sziirjektiv és injektiv,

c) sziirjektiv és injektiv, tehéat bijektiv,

d) nem sziirjektiv és nem injektiv.
4. Injektivek-e, sziirjektivek-e, illetve bijektivek-e a kovetkezo fiiggvények:

a) f:Z— 17, f(x) =2x+1,

b) f:R—=R, f(z) =2x+1,

c) f:R—=R, f(z) =322 +4.
5. Hatarozzuk meg az f o g és g o f Osszetett fliggvényeket, ahol

a) f,g : R—=R, f(z)=22+1, g(z) =3x+1,
)f? R%R,f(:B)ZI‘g’—Q,g(I):l—Q:E,

¢c) f,g:R—>R, f(zr)=2x—-1ésg(z) =z, hax <1, g(x)=x+2, hax > 1.

6. A kovetkezo fiiggvények koziil melyeknek van 1nverze7 Ha létezik inverz, adjuk meg!

-

a) [:R—-R, f(z) =241,

b) f:R =R, f(z) =4z +2,
c) f:N—=N, f(zx) =4z + 2,
d) f:R—R, f(x) =22+ 3,

)
) f:(0,00) = R, f(z) =lgu,
) £+ (1,00) = (0,50), f(z) = g,
7. Legyen f: A — B és g: B — C két fliiggvény. Igazoljuk, hogy:
a) Ha f és g injektiv (sziirjektiv), akkor g o f is injektiv (sziirjektiv).
b) Ha g o f injektiv (sziirjektiv), akkor f injektiv (g sziirjektiv).
c) Ha g o f injektiv és f sziirjektiv, akkor g injektiv.
d) Ha g o f sziirjektiv és g injektiv, akkor f sziirjektiv.
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5. HALMAZOK SZAMOSSAGA

5.1. Ekvivalens halmazok. Az A és B halmazokat ekvivalens halmazoknak
nevezzik, ha létezik egy f : A — B bijektiv fiiggvény. Jelolés: A ~ B. Ez egy, a
halmazokra vonatkozo relacié.

Tétel. A ~ relacié egy ekvivalenciarelacio.

Bizonyitas. Ha A egy tetszOleges halmaz, akkor az 1, : A — A, 1 ,(a) = a fiiggvény
bijektiv, tehat ~ reflexiv. Ha A ~ B és B ~ C, akkor léteznek az f : A — B és
g : B — C bijektiv fiiggvények. Mivel go f : A — C' is bijektiv, kovetkezik, hogy A ~ C,
tehat ~ tranzitiv. Ha f : A — B bijektiv, akkor f~! : B — A is bijektiv, tehdt ~
szimmetrikus.

Az A halmaz ekvivalenciaosztalyat az A szamossaganak vagy kardinalis szamanak
nevezziik. Jelolés: |A| = {B: A ~ B}.

Barmely halmazt 6sszehasonlithatunk olyan halmazokkal, amelyek elemei természetes
szamok. Azt mondjuk, hogy az A halmaz véges és n szamossagu, ahol n € N, ha A
ekvivalens az {1,2,3,...,n} halmazzal: A ~ {1,2,3,....,n},|A| = n. Az iires halmaz
szamossaga 0: || = 0. Egy halmaz végtelen, ha nem véges.

A végtelen halmazok szamossagait transzfinit szamossagoknak nevezziik. Az N
halmaz végtelen, szamossdga |[N| = R (alef null), itt X a héber dbécé elsé betiije.

5.2. Megszamlalhaté halmazok. Az R, szdmossigi halmazokat megszamlalha-

t6 halmazoknak nevezziik. Igy egy A halmaz akkor és csak akkor megszamlalhato,
ha 1étezik egy f : N — A bijektiv fiiggvény. Ez azt jelenti, hogy az A halmaz elemei
egy végtelen sorozatba rendezhetOk, amelyben nincs ismétlédés, azaz A felirhaté A =
{ay,a,,...;q,,...} alakban.

Példaul az egész szamok Z halmaza megszamlalhatd, mert
7 =1{0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4, ..}, itt

=

han =1,
f:N—7Z, f(n) =< 35, ha n péaros ,
—%5=, han paratlan ,

bijektiv fliggvény.

A raciondlis szamok Q halmaza is megszamlalhaté. Valoban, nézziik elOszor a pozitiv
7 racionalis szamokat, ahol a és b relativ primek, s rendezziik ezeket sorba az a+b 6sszeg
novekvo értékei szerint agy, hogy minden rogzitett a + b értékre a szamlalék novekvo
értékei szerint rendeziink:
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Igazolhatd, hogy a Z[X] és Q[X] halmazok is megszamldlhatoak, ahol Z[X] az egész
egyiitthatés polinomok halmaza, Q[X]| pedig a raciondlis egyiitthatés polinomok hal-
maza.

A kérdés ezek utan: Van-e nem megszamlalhaté végtelen halmaz? A valasz: igen,
van ilyen halmaz. Ez kovetkezik az aldbbi tételbol.

Tétel. Legyen A egy tetszéleges halmaz és jeldlje P(A) = {B : B C A} az A
hatvanyhalmazat. Akkor
i) A nem ekvivalens P(A)-val,

ii) P(A)-nak létezik olyan részhalmaza, amely ekvivalens A-val.

Bizonyitas. i) Tegyiik fel, hogy A ~ P(A), azaz létezik egy f : A — P(A)
bijektiv fggvény. Itt minden a € A esetén f(a) € P(A), tehat f(a) C A. Legyen
B={a€ A:a¢ f(a)} C A. Ekkor f bijektivitdsa miatt 1étezik b € A 1gy, hogy
f(b) = B. A b elemre nézve két lehetség van:

1. ha b € B, akkor B definiciéja miatt b ¢ f(b) = B, ami ellentmond4s,

2. ha b ¢ B, akkor szintén B definici6ja alapjan b € f(b) = B, ez is ellentmondés.

Ezzel igazoltuk, hogy A nem ekvivalens P(A)-val.

ii) Legyen C' = {{a} : a € A} az A elemeibél képzett egyelemii részhalmazok halmaza.
Ekkor f: A — C, f(a) = {a} bijektiv fiiggvény, ezért C' ~ A.

A tételbdl kovetkezik, hogy ha A megszamlalhatd, akkor P(A) végtelen, de nem ek-
vivalens A-val, tehat nem megszamlalhat6. Példaul P(N) és P(Q) nem megszamldlhatd
halmazok. Igazolhatd, hogy a valés szdmok R halmaza ekvivalens P(N)-nel, tehat R
nem megszamlalhato.

Az R szdmossigat kontinuum szamossdgnak nevezziik, jelolés: |R| = ¢ = 2o,

Az alabbi tételbdl kovetkezik, hogy a ”halmazok halmaza” ellentmondasos fogalom.
Az ilyen és hasonlé ellentmondésok, in. paradoxonok elkeriiléséhez tisztazni kell, hogy
adott halmazokbdl kiindulva milyen eljarasokkal szerkeszthetiink ijabb halmazokat. De
ez mar az axiomatikus halmazelmélet feladata, ezzel nem foglalkozunk.

Tétel. Nincs olyan halmaz, amely minden halmazt elemként tartalmaz.

Bizonyitas. A gondolatmenet hasonlé az el6z6 bizonyitashoz. Tegytk fel, hogy
van ilyen A halmaz. Tekintsiik a kovetkezd halmazt:

B={Ac A:A¢ A},

amely az Osszes olyan halmazbdl all, amely nem eleme 6nmaganak. Nézziik meg, hogy
B eleme-e énmaganak vagy sem.

1. Ha B € B, akkor B definicigja miatt B ¢ B, ami ellentmondas.

2. Ha B ¢ B, akkor szintén B definicidja alapjan B € B, ez is ellentmondas.

5.3. Feladatok.
1. Egy osztaly 28 tanuldja koziil 8-an felvételiznek matematikabdl, 6-an kémiabdl, 4
tanulé matematikabdl és kémiabdl is. Hanyan nem felvételiznek egyik emlitett targybdl
sem ? Altaldnosités.
2. Ha A, B, C tetszoleges véges halmazok, akkor
a) [AUB| = [A| + [B] - [AN B,
b) JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC|.
Altaldnosités.
3. Legyen A egy végtelen halmaz és B egy véges halmaz. Igazoljuk, hogy A U B
ekvivalens A-val. Specidlis esetben, ha |A| = R, |B| = n, akkor |[AU B| = R,.
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4. Megszamlalhaté-e a Q halmaz ? Miért ?
5. Mutassuk meg, hogy N* x N* ~ N*,
Utmutatas. Tekintsiik az f : N* x N* — N*, f(m,n) = 2m—1(2n — 1) fiiggvényt.
Igazoljuk, hogy f bijektiv.
6. Igazoljuk, hogy ha A egy megszamlalhaté halmaz, akkor A-nak van olyan valodi
részhalmaza, amely ekvivalens A-val.
7. Legyenek A és B véges halmazok, |A| = k, |B| = n.
a) Hany f : A — B fiiggvény van ?  Valasz: n*.
b) Hany f : A — B injektiv fiiggvény van 7 Valasz: n(n—1)(n—2)---(n—k+1).
c) Ha k = n, akkor hény bijektiv fliggvény van ?  Valasz: n! =n(n—1)(n—2)---2-1.
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6. KIJELENTESLOGIKA

6.1. Tovabbi logikai miveletek. Az 1. szakaszban megadtuk a kijelentések,
valamint a kovetkezd logikai miveletek definicidit: negécio, diszjunkcid, konjunkcid,
implikacié, ekvivalencia. Ezek koziil a negacié egyvaltozdos miivelet, a tobbi 2-2 valtozoés.
Tovabbi harom, gyakrabban hasznalt kétvaltozos logikai miivelet:

Kizaré diszjunkcié (antivalencia, Birkhoff-féle miivelet), jele: pVgq, olvasd: 7p
kizarja ¢-t”, amely akkor és csak akkor igaz, ha p és q koziil pontosan az egyik igaz.

Ko6znyelvi példa ennek hasznalatara: ”A kapott pénzen vagy egy konyvet vagy egy
CD-t vasarolok.”

ésszeférhetetlenséget kifejez6 diszjunkcio, roviden: 6sszeférhetetlenség
(Sheffer-féle miivelet), jele:p | g, olvasd:. ”p Gsszeférhetetlen g-val”, amely akkor és csak
akkor igaz, ha p és q koziil legfeljebb az egyik igaz.

Példaul, ”Vagy beszél az ember, vagy eszik.”

?Sem-sem” miivelet (Webb-féle miivelet), jele: p || ¢, olvasd:. ”Sem p, sem ¢”,
amely akkor és csak akkor igaz, ha p és ¢ koziil az egyik sem igaz.

Példaul, ”Sem ma, sem holnap nem érek ra.”

Tablazat segitségével az el6bbi definicidk a kovetkezok:

p | ¢ | pVa | pla | pllq
0| 0 0 1 1
0| 1 1 1 0
110 1 1 0
1|1 0 0 0

Tétel. Az eddigi logikai miiveletek mind kifejezhetOk a negéacid, a diszjunkcié és a
konjunkcié miiveletekkel. Pontosabban:

i) [p—ql=[-pVa)

ii) [pegl=I[(-pVva)AlpV g,

iii) [pVg| = [(pV @) A=(p A q)l,

v) Iplal=I[-(pAg)l,

vi) |p || ¢l = |=(p V @)

Bizonyitas. Tablazat segitségével, lasd 1. fejezet, Tétel.

Ennél tobb is igaz. Mivel a diszjunkcié illetve a konjunkcié megadhatd a masik
miivelet segitségével: |pV q| = |=(=p A —=q)|, |[p Aq| = |=(=p V —q)|, ldsd de Morgan
képletek, ezért a definidlt miiveletek mind megadhaték a negacié és a diszjunkcié (vagy
a negéci6 és a konjunkcié) segitségével. Példaul, az ekvivalencia igy:

p—=ql=[(-pVg)A(pV-g)|=|-(=(=pVqgV-(pV-q)l =

=|(=pV @) APV -g|=]=(pA—-q) A-(=pAq)|

Az eddigi logikai miveletek mindegyike, a negaciét leszamitva, 2-valtozds, hiszen 2
kiilonb6zo kijelentésvaltozé szerepel benniik. A negacié 1-valtozos. Altaldban egy n
kiilonb6zo kijelentésvaltozotol fliggd n-valtozds kijelentéslogikai miiveletet tigy értelme-
ziink, hogy megadjuk 2" soros logikai értéktédblazatat. Kovetkezik, hogy osszesen 22"
szamu n-valtozos kijelentéslogikai mivelet definidlhaté. Ha n = 2, akkor a 2-valtozds
miiveletek szdma 22° = 16.

Igaz a kovetkezo is:
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Tétel. Minden n-véltozés (n > 1) kijelentéslogikai miivelet kifejezheté a negécié és
a konjunkcié (diszjunkcid) segitségével.

Bizonyitas. Legyen pl. n = 3 és hatdarozzuk meg azt a 3-védltozos A miiveletet,
amelyre:

P q ri A
) ) 7 )
1 i h| 1
1 h i h
1 h hil h
h ) ) )
h 1 hl h
h h i h
h h h| 1

Viélasszuk ki azokat a sorokat, amelyekre A igaz. Ezekben a sorokban irjuk le a kije-
lentésvaltozdkat, ha ezek értéke 1 és negaljuk ezeket, ha ezek értéke 0. Vegylik ezeknek
a konjunkcigjat, majd az igy kapott konjunkcidknak a diszjunkcigjat. Azt allitjuk, hogy
ez megadja az A-t:

(1) A={@ANgAT)V(pPAGA-T)V(mpAgAT)V (7p A =g A-r).

Valéban, jeldlje B az (1) jobb oldalat. Tekintsiik a tdblazat k-adik olyan sorat,
amelyre A igaz. Akkor a felirt k-adik zardjel értéke 7, a tobbi h, ezért |B| = i. Tovabbé
minden olyan sorra, ahol A hamis, minden felirt zaréjel értéke h, igy |B| = h. Kapjuk,
hogy B = A. Tovabba - ahogy mar lattuk - a diszjunkcio, illetve a konjunkcié megadhato
a masik miivelet és a negacié segitségével.

Megjegyzés. Azonossagaink alkalmazasival (1)-et egyszer(ibb alakra hozhatjuk:

A=[pANgAT)V(PAGA-T)VIPAGAT)V (ZpAGAT)V (mp A =g A —r) =

=[A)NA@V-r)]VIpV-p)A(@AT)V(pA-gA-T) =

(2) =(@ANqQV(@AT)V(pA=gA-T),

6.2. Kijelentéslogikai formuldk. Irjuk fel a kovetkezd Gsszetett kijelentésnek a
szerkezetét: ” Amennyiben Kiss vagy Nagy tandr ur elutazik, a fizika helyett akkor lesz
matematika, ha Jo6 tandr urnak nincs éraja.”

El6szor az elemi kijelentésekre kijentésvaltozdkat vezetiink be:

p : "Kiss tanar ar elutazik.”

q : "Nagy tanar ur elutazik.”

r: 7 A fizika helyett matematika lesz.”

s : 7Jod tanar urnak oraja van.”

Ezutan — megéllapitva a miiveletek sorrendjét — felirjuk a kijelentés szerkezetét:

(pV@q) — (r e —s).

A kijelentések szerkezetének, un. durvaszerkezetének igy torténd felirasat for-
malizalasnak, a kapott jelsorozatot (képletet) pedig formulanak nevezziik.
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Lathaté, hogy a durvaszerkezet csupan formalis séma, tehat nem hasznalja ki sem a
kijelentések tartalmat, sem a bels6 szerkezetét.
A formulakat nagybetiikkel jeloljiik, példaul:

A=(pVq) = (r—-s)

Mas példa. "Ha 12 oszthatd 2-vel és 3-mal, akkor oszthatd 6-tal.” durvaszerkezete
B = (pAq) — r, ahol p :”12 oszthaté 2-vel”, ¢ :”12 oszthaté 3-mal”, r :”12 oszthatd
6-tal”.

A kijelentéslogika szimbdélumai a kovetkezok:

a) a kijelentésvaltozdk jelei: p,q, ...,

b) a logikai miiveletek jelei: =, V, A, —, <,

c) zardjelparok: (,), ezek a miiveletek hataskorét, sorrendjét és egyértelmiiségét biz-
tositjak.

A kijelentéslogika formulai igy definialhatok:

1. a kijelentésvaltozok jelei formulak,

2. ha A, B formuldk, akkor (-A),(AV B),(AA B),(A — B), (A < B) is formulék,

3. minden formula el6all véges sok 1épésben az 1. és 2. alakt formulakbdl.

Tovabbi példak formuldkra: C' = ((pV—q)Vr) — (sA—s), D = ((p — q) — r)V(sAT).
Nem formuldk példdul a kovetkezék: p A (¢ — Ar), (pg A (r A p—q).

Megjegyzések. A 2.-ben szereplé zardjelparok akkor lényegesek, ha ezek a for-
muldk nagyobb formuldk részeiként szerepelnek. Befejezett formuldk esetében a kiilso
zéréjelparok elhagyhatok. Ha azt is jelolni akarjuk, hogy az A formuldt a p,,...,p,
kijelentésvaltozokbol képeztiik, akkor az A(p,,...,p,,) jelolést hasznaljuk.

Azt mondjuk, hogy B részformulaja az A kijelentéslogikai formulanak, ha B el64ll
A képzése soran.

Példa. (p Aq) VT — (tV p) formuldnak p A q, tV p részformulédi de p — (¢ V p) nem.

Helyettesitésrol beszéliink, ha egy A formuldban valamely p kijelentésvaltozé vagy
R részformula helyére egy C' formuldt irunk. Jelolés: A(C/p), illetve A(C/B)).

Kiilonbo6z6 kijelentéseknek lehet egymassal azonos a szerkezete. Példaul, a fenti A
formula az aldbbi kijelentésnek is a szerkezete:

”"Ha TV-t nézek vagy strandolok, akkor a vizsgan csak abban az esetben megyek at,
ha nem huzok nehéz tételt.”

Ez a formalizalas forditott eljarasa: a kijelentésvaltozokhoz konkrét kijelentéseket ren-
deliink. Ekkor azt mondjuk, hogy megadjuk a formula egy sz6veges interpretacigjat.

Ha a formuldban szerepld kijelentésvaltozoknak a logikai értékét adjuk meg, akkor
logikai értékekkel adott interpretaciordl, roviden interpretaciérol beszéliink.

A fenti A formula egy interpretcidja: |p| =1,|q| =0, |r| =1,|s| = 0.

Négy véltozo esetén az interpretacidk szama: 24 = 16. Egy n-valtozds formuldnak 27
szamu interpretacidja van.

Ha egy A formula valamely interpretdciéjara |A| = 1 (illetve |A| = 0), akkor azt
mondjuk, hogy a tekintett interpretacié az A-t igazza (illetve hamissa) teszi.

Az A formulat kielégithetének (kielégithetetlennek) nevezziik, ha van (nincs)
olyan interpretéacidja, amely igazza teszi.

Azonosan igaz formuldanak vagy tautolégianak neveziink egy A formuldt, ha azt
minden interpretacié igazza teszi, jelolés: |A| =1 vagy A =1 vagy = A.

Egy A formula azonosan hamis vagy kontradikcid, ha azt minden interpretacio
hamissé teszi (ez nem maés, mint a kielégithetetlen formula), jel6lés : |A| = 0 vagy A = 0.
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A tautoldgia jelolése tehat 1, a kontradikcié jelolése 0.

A kielégithet6, de nem azonosan igaz formuldkat kontingens formuldknak is
nevezzik.

Azt mondjuk, hogy az A és B formuldk egyenértékiiek vagy logikailag ekvi-
valensek, ha A «— B tautolégia, azaz |A < B| = 1. Jelolés: A & B vagy |A| = |B].
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha az A-ban és B-ben szerepl6 Osszes kijelentésvaltozo
minden interpretacidjara |A| = |B].

Példaként vizsgaljuk meg a kovetkezé formulédkat:

A=pAN-p,B=qV—q,C=p—p, D=p—gq, E=-pVgq, F=p< p

Ezek koziil B és C tautolégia, A és F kontradikcié, D és E kontingens formulak. Igaz
az is, hogy e parok egyenértékiiek.

Tetszéleges A formuldra AV A tautolégia és AN A kontradikcié. Tovabbé A tautoldgia
akkor és csak akkor, ha A kontradikcié.

Matematikai tételekben a logikai ekvivalencia legtobbszor az alabbi formakban jelen-
tkezik: ha A, akkor B és ha B, akkor A; A elégséges és sziikséges feltétele B-nek; B
akkor és csak akkor, ha A; B pontosan akkor, ha A; A ekvivalens B-vel.

Az 7 A egyenértékli B-vel” egy, a formuldk korében értelmezett relacié, jelolés: A <
B, mig az implikécié egy kijelentéslogikai miivelet (amely a p és ¢ adott kijelentésekbdl,
illetve az A és B formuldkbdl egy 1j kijelentést, illetve formulat képez, jelolés p « g,
A< B).

Tétel. A formuldkra vonatkozé < relacié egy ekvivalenciarelacio, azaz reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv.

Bizonyitas. Feladat.

Ha logikailag ekvivalens formulakban a kijelentésvaltozokat tetszoleges formulakkal
helyettesitjiik, akkor ismét logikailag ekvivalens formuldkhoz jutunk.

6.3. Normalformak. Ha adott egy kijelentéslogikai formula, akkor elkészithetjiik
a hozzatartozo igazsagtablazatot. Tekintsiik most a forditott feladatot: adott egy A
formuldanak az igazsagtablazata. Adjuk meg az A formulat! Lasd pl. a 6.1. szakasz
végén adott tablazatot. Az ott leirtaknak megfeleléen A igy adhaté meg:

(1) A={@EAgAT)V(PAGA=T)V (p AgAT)V (=p A =g A=),
amit egyszeriibb alakra hozva:
(2) A=(ANqVI(gAT)V(=pA=gA-r).

Az A formulanak (1) és (2) alakjai olyan szerepet toltenek be a kijelentéslogikdban, mint

a polinomok az algebraban. A-ban a fémivelet a diszjunkcié, e tagokban konjunkcio

szerepel, tehat az A formula: konjunkcidk diszjunkcidja (a polinom: szorzatok Osszege).
Az ilyen tipusu formuldkat diszjunktiv normaélformdaknak nevezziik. Az (1)

formula diszjunkciés tagjaiban konjunkciés tagként mind a harom kijelentésvatltozo

elofordul, mégpedig vagy negalva, vagy negalatlanul. Az ilyen formuldkat teljes disz-

junktiv normalformdaknak nevezziik; (2) nem teljes diszjunktiv normalforma.
Dualizéljuk az (1) formula felirdsanél ismertetett eljarasunkat:

(3) C=(=pVqVor)A(=pVqVr)A(pV-qVr)A(pVqV-r)
Egyszeriibb alakra hozas utan ebbdl a

(4) C=(qV-r)AN(=pVgAPV-gVr)
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formula adédik. (3) teljes konjunktiv normaialforma, (4) nem teljes konjunktiv
normalforma.

6.4. Kijelentéslogikai tautolégiak. Az alabbiakban felsorolunk néhany ismert
tautolégiat, amelyek ellenorzése a logikai értéktablazatok elkészitésével torténik. Fi-
gyeljiik meg, hogy ezekbdl visszakapjuk a logikai alapmiiveletek tulajdonsagait, illetve
a klasszikus logika néhany alapelvét.

Tétel. Ha A, B, C tetszoleges logikai formuldk, akkor
D((AANB)ANC S AN(BAC), (AVB)VC < AV (BVC(C) (asszociativitas),
2) ANB< BANA, AV B < BV A (kommutativitas),
3) AN(AVB) < A, AV (AN B) < A (abszorbcid),
4) AN(BVC) < (AANB)V(ANC), AV(BAC) < (AVB)A(AVC) (disztributivités),
5) ANl A AVO < A,
6) ANO=0, AV1 &1,
7) AV A < 1 (a harmadik kizdrdsanak elve), A A A < 0 (az ellentmondés elve),
8) ANB<«< AV B, AV B < AAB (de Morgan képletek)
9) ANA < A, AV A< A (idempotencia),
10) As A (a kett8s tagadas elve),
11) A~ B< (A— B)\N(B— A),
12) A—- B& AV B.
A kovetkez6 tautolégiak kovetkeztetéseknél hasznédlatosak (ezekre még visszatériink):
13) A — B & B — A (kontrapozicio),
14) (A — B)A (B — C) = A — C (szillogizmus, a ”szillogizmus” a hagyomdanyos
logika elnevezése, olyan kovetkeztetés, amelyben legaldbb két premissza van)

15) (ANB) - C < A — (B — C) (premisszak egyesitési és felbontasi szabalya),
16)A—- (B—C)< B— (A — (') (premisszak felcserélési szabdlya),
17) (A— B)AN (A — B) A (reductio ad absurdum),

18) AN (A — B) = B (modus ponens),
19) (A — B) A (A — B) = A (indirekt bizonyitds mddszere),
20) ((CVB)A(C — A)AN (B — A)) = A (esetek elemzése).

6.5. Kijelentéslogikai kovetkeztetések. A logika egyik fontos feladata a
kovetkeztetések vizsgalata. A kovetkeztetések egy vagy tobb feltételbol, més néven
premisszabdl, és egy allitasbol, mas néven kovetkezménybdl, vagy konkliiziobdl allnak.

Nézziik el6szor azt az esetet, amikor 1 premissza van. Azt mondjuk, hogy az A
formuldbdl kovetkezik a B formula (a B formula kévetkezménye az A formulanak),
ha az A — B formula tautolégia. Jelolés: A = B vagy A = B. Ez akkor teljesiil, ha
minden olyan interpretacio, amely az A-t igazza teszi, a B-t is igazza teszi.

Matematikai tételekben ez gy szokott szerepelni, hogy: ha A, akkor B; A elégséges
feltétele B-nek; csak akkor A, ha B; B sziikséges feltétele A-nak. Példaul: ”Ha egy
sorozat konvergens, akkor korlatos.”

Az 7 A-nak kovetkezménye B” tehat egy, a formuldk korében értelmezett relacid,
amelynek jelolése: A = B. Ugyanakkor az implikacié egy kijelentéslogikai miivelet
(amely a p és q adott kijelentésekbdl, illetve az A és B formulakbdl egy 1j kijelentést,
illetve formuldt képez, jelolés p — q, A — B).

Tétel. A formuldkra vonatkozé = reléacié

a) reflexiv, azaz minden A formuldra A = A,

b) tranzitiv, azaz minden A, B, C formuldra ha A = B és B = C, akkor A = C,

¢) nem szimmetrikus, azaz ha A = B, akkor altaldban B |= A nem teljesiil,

d) minden A, B formuldra ha A |= B és B = A, akkor A < B.

—~
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Bizonyitas. Feladat.

Altaldnosan, nézziik most azt, amikor tobb premissza van.
Példa.

(1) Jézsef Debrecenbe vagy Miskolcra utazik.

(2) Jézsef nem Miskolcra utazik.

(3) Jézsef Debrecenbe utazik.

A premisszak és a konkliuzié kézé vonalat szokas hizni. Ezt a kovetkeztetést helyesnek
tartjuk, mert ha (1) és (2) igaz, akkor (3) sziikségképpen igaz.

E kovetkeztetés szerkezete (sémédja):

(pva

(2) ~q

(3)p

Ugyancsak helyesnek itéljiik mindazokat a kovetkeztetéseket, amelyek a fenti séma
interpretaciéiként adodnak. Eszerint egy kovetkeztetés helyessége annak a szerkezetétol
és nem a tartalmatdl fiigg.

Azt mondjuk, hogy az A, A,,..., A, premisszdknak kovetkezménye a B konklizi6
(kijelentéslogikai értelemben), ha minden olyan interpretacié, amely az A, A,,..., A,
mindegyikét igazza teszi, a B-t is igazzd teszi. Jelolés: A,,...,A = B, vagy

Ai,.y Ay
Ay,..., A, | B, vagy Slptn,
E definicié alapjén az A,, A,, ..., A, premisszdk helyettesithetok az A, AAA---NA
formulaval és a kovetkeztetési séma helyességére sziikséges és elégséges feltételt ad a
kovetkezd tétel.

Tétel. Az A, A,,..., A formuldknak akkor és csak akkor kovetkezménye a B for-
mula, ha [(A4; NAy,A---NA ) — Bl =1.

Tehat n = 1-re visszakapjuk a korabbi kovetkezményfogalmat.
Azt mondjuk, hogy egy kovetkeztetés helyes, ha a sémaja helyes.

6.6. Kovetkeztetési sémak. Néhany egyszerii, gyakran eloforduld kovetkeztetési
séma (ezek a hagyomdnyos - arisztotelészi - logika kovetkeztetési sémai) :

Tétel.

1. A— B
A levalasztasi szabaly (modus ponens) ;
B

2. A— B
-B az indirekt bizonyitds sémaja (modus tollens) ;
-A

3. A— B redukci6 ad abszurdum (a lehetetlenre
A— -B val6 visszavezetés) sémédja;
-A

4. A— B kontrapozicios kovetkeztetési séma;

5. AV B diszjunktiv szillogizmus (modus tollendo ponens);
-B
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6. A— B
B—-C lancszabaly vagy feltételes szillogizmus.
A—-C
Bizonyitas. A definicié alapjan, lasd a 6.7. szakaszt.
Tovabbi tulajdonsagok :

Tautologianak csak tautologia lehet kovetkezménye.

Tautolégia barmilyen formulanak kévetkezménye.

Kontradikciénak barmilyen formula kévetkezménye.

Kontradikcié csak kontradikcionak lehet kovetkezménye.

A = A (reflexivités)

Ha A,...,A, = B, (minden j = 1,...,m esetén) és By,...,B, = C, akkor
A, ..., A, = C (tranzitivitds).

e HaA = A, ... A = A
valensek (ciklikus bizonyitds).

és A = A, akkor A,,..., A formuldk ekvi-

n’

6.7. Kovetkeztetések vizsgalata. Az alabbiakban bemutatunk néhany, a kovet-
keztetések helyességének eldontésére alkalmas modszert.

1. Alkalmazzuk a definicidt, készitsiink értéktéblazatot (a példa legyen a diszjunktiv
szillogizmus):

p q Vg —q p
( ( ( h ?
l h ( l l
h ( ( h h
h h h l h

A misodik sorban (és csak ebben) igaz mind a két premissza és e sorban igaz a konklizié
is, a kovetkeztetés tehat helyes.

2. Bizonyitsuk be a levalasztasi szabaly helyességét. A definicié helyett alka-
Imazhatjuk a fenti Tételt. Ertéktéblazattal megmutatjuk, hogy |((p — q) Ap) — ¢| = 1.

3. Tegylik fel, hogy létezik olyan interpreticié, amely a premisszakat igazza, a
konkliziot hamissa teszi. Ha ellentmondésra jutunk (azaz, ha nem létezik a feltételezett
interpretacié), akkor a kovetkeztetés helyes; ha nem jutunk ellentmonddsra (azaz, ha
taldlunk ilyen interpretaciét), akkor a kovetkeztetés helytelen. Példaként tekintsiik a
lancszabalyt:

Ha|lp —q/ =1, |¢g = r| =1és |p — r| =0, akkor ez utébbibdl |p| = 1,|r| = 0,
ahonnan az els6 feltételbdl |g| = 1, a mésodikbdl pedig |¢| = 0, ami ellentmondds, tehat
a kovetkeztetés helyes.

Sok esetben, példdul matematikai tételek bizonyitasanal, az adott kovetkeztetési séma
helyett vele ekvivalens sémak helyességét igazolhatjuk kénnyebben. Aszerint, hogy mi-
lyen ekvivalens sémékat cseréliink ki, kiilonboz6 bizonyitasi médszerekrol beszélhetiink.
A megfelel6 sémak ekvivalencidjat pl. tablazatok segitségével lathatjuk be.

(1) Feltételes bizonyitasrdl beszéliink, amikor az A = (B — () sémat a vele
ekvivalens A, B = C' sémaval helyettesitjiik.
Valéban, ez tablazattal igazolhaté vagy a kordbbi miiveleti tulajdonsagok szerint
igy:
A—-(B—-C)e-Av(-Bv(C)&= (-AVv-B)V(C &

& 2(AANB)VC < (AANB) — C.
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(2) Kontrapoziciés bizonyitasrdl beszéliink, amikor az A, B = C sémat a vele
ekvivalens A, C' = B sémaval helyettesitjiik.
Valoban, ez tablazattal igazolhaté vagy igy:

(ANB) - C<—-(ANB)VC < -AvV-BV(C <&

& 2(AN-C)V-B & (AN-C) — -B.

(3) Indirekt bizonyitas esetén az A = B alaki séma helyett az A A B formuldrél
mutatjuk meg, hogy kontradikcio.
Igazoljuk ezt!

A kijelentéslogikdban minden formulardl eldontheté véges sok 1épésben, hogy tau-
tologia-e vagy sem, pl. a tablazat elkészitésével. Igy kijelentéslogikaban minden
kovetkeztetésrol is eldonthetd véges sok lépésben, hogy helyes-e vagy sem.

6.8. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy ha p, q tetszoleges kijelentések, akkor
)pn(gvr)=IlergVvear) i) lp—aq Alg—p)l=Ip<adl
2. Adjuk meg tablazattal mind a 16 kétvaltozos logikai miveletet. Keressiikk meg
kozottik a tanultakat.
3. Hozzuk egyszeriibb alakra a kévetkezd formulakat:
) A==(pV-gA(pve i) B==(pV-gV-r)Ar)V=(p V-g).
4. Allapitsuk meg, hogy tautolégidk-e a kévetkezd formuldk:
Al=p—=OAN(g—=r)—=p—r), Ay=((p—=7r)A(g—=7)—= (Ve —r1)
5. Egy papiron az alabbi szaz kijelenté mondat olvashato:
1. Ezen a papiron pontosan egy kijelentés hamis.
2. Ezen a papiron pontosan két kijelentés hamis.
100. Ezen a papiron pontosan szaz kijelentés hamis.
(A szoveg a pontok helyén is folyamatos, csupan a révidség kedvéért nem irtuk le
mind a szdz kijelenté mondatot.)
Kijelentések-e a fenti kijelenté mondatok? Amennyiben igen, mi a logikai értékiik?
Megoldas. Az adott mondatok egymasnak ellentmondanak, ezért ha kijelentések,
akkor kozilik legfeljebb egy lehet igaz. Ha 1. igaz, akkor a tobbi 99 hamis, ami
ellentmond az 1. allitdsanak. Ha 2. igaz, akkor a tobbi 99 hamis, ami ellentmond a 2.
allitasanak, stb. Csak az lehetséges, hogy a 99. allitas igaz és a tobbi mind hamis.
6. Formalizaljuk (irjuk fel képlettel) a kovetkezoket:
A = ”Szinhazba vagy moziba megyek, vagy sem szinhazba sem moziba nem megyek.”
B =" Minden nullara végzodo6 szam péros, és minden nullara végzodo szam oszthatd
4-gyel. ”
Igaz-e a B allitas ?
7. Formalizaljuk a kovetkezoket:

C =7 Janos akkor és csak akkor mérges, ha testvére akkor vitatkozik vele, ha ¢ siet.”
D= " Nem szeretek kirandulni, ha fij a szél és nem siit a nap, vagy hideg az id5.”
E =7 Lehetetlen, hogy allasod van, kereseted meg nincs.”

F = 7 Ha az ellendllas novekszik és a fesziiltség allandd, akkor az aramerOsség

csokken.”
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8. Helyes-e az alabbi kovetkeztetés 7
(pAq)
TS

—(p —s)

q—s

9. Helyes-e az alabbi kovetkeztetés 7
(qvp)—r
r— (tVs)
s—u

—|t—>—|u

q
10. Helyes-e az alabbi kovetkeztetés 7

(1) Ha a motor miikodik, akkor — amennyiben az akkumuldtor nincs kimeriilve — a
jelz6lampa ég.

(2) Ha az akkumuldtor kimeriilt, akkor a motor nem miikodik.

(3) Ha a jelzélampa ég, akkor a motor miikodik.

Ha az akkumuldtor nincs kimeriilve, akkor a motor miikodik és a jelzélampa ég.
11. Helyes-e az alabbi kovetkeztetés 7

(1) Ha Lajos nem érkezik meg idejében, vagy nem hoz magaval példatarat, akkor nem
tudjuk megoldani az algebra feladatokat, vagy csak nagyon nehezen.

(2) Ha Lajos nem hoz példatérat, vagy nem tudjuk megoldani az algebra feladatokat,
akkor Béla ideges lesz.

(3) Lajos megérkezik idejében, Béla pedig nem lesz ideges.

Meg tudjuk oldani az algebra feladatokat.
Milyen tovabbi konkluziékat vonhatunk még le ?

12. Adjunk meg egy olyan A logikai formulat, melynek értéktablazata:

=l e el E==] k!
_— =0 00O O
RO OO~ ORF Ol

_ = O RO RO O
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13. Adjunk meg egy olyan B logikai formuldt, melynek értéktablazata:

Sy

[ e R G S S o Ml e Bl e

——_ O = O M= O O

_ =0 O O O

O RO~ OO RF~,Oo
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7. PREDIKATUMLOGIKA

7.1. Durvaszerkezet és finomszerkezet. Tekintsiik az alabbi kovetkeztetést:

A;: A paralelogramma 4tl6i felezik egymast.
A,: A négyzet paralelogramma.

B: A négyzet atloi felezik egymast.

Irjuk fel ennek a séméjat. Az A, A,, B allitdsokat nem tudjuk felbontani a kije-
lentéslogika miveletei szerint és a séma a kovetkezo :

A :p

A, q

B:r

Ez helytelen kovetkeztetés a kijelentéslogikdban tanultak szerint, mert p, ¢, r egymas-
tol fuggetlenek és vehetd |p| =1, |q| = 1,|r| = 0.

Ugyanakkor ezt a kovetkeztetést helyesnek érezziik. A magyardzat az, hogy a kije-
lentéslogika nem alkalmas az ilyen és hasonlé kovetkeztetések vizsgalatara.

A kijelentéslogika a kijelentések, allitasok Un. durvaszerkezetét tarja fel, ezt
vizsgalja, a predikdtumlogika pedig az Un. finomszerkezetét a predikdtumok és
a logikai kvantorok (lasd 1. fejezet) haszndlatdaval. A lényeges kiilonbség tehdt
az, hogy a kijelentéslogikdban nem szerepelnek predikatumok és logikai kvantorok, a
predikatumlogikdban viszont igen.

Latni fogjuk, hogy a predikatumlogikaban a fenti kovetkeztetés helyessé valik.

Egy kijelentés predikdtumlogikai formalizaldsin a kijelentés szerkezetének (fi-
nomszerkezetének) felirdsat értjiik, elemi (tovdabb mar nem bonthaté) kijelentések, kvan-
torok és predikatumlogikai miiveletek segitségével.

Példa. A fenti kijelentések igy formalizalhaték: tekintsiik a kovetkezo egyvaltozds
predikdtumokat a sikbeli x négyszogek halmazan,

P(zx): "z paralelogramma.”

F(x): "z atléi felezik egymédst.”

N(z): 7z négyzet.”

Ekkor

A, :Vx(P(z) — F(x))

A, :Vz(N(xz) — P(z))

B :Vx(N(z) — F(x))

Maias példak. i) "A 4 osztja a 12-t.” kijelentés elemi, azaz felbonthatatlan a kije-
lentéslogikaban. Azonban a természetes szamok oszthatdsdgi fogalmat ismerve igy is
atfogalmazhato: ”Létezik olyan x természetes szam, hogy 4x = 12”. Vagyis a finom-
szerkezete 3x P(x), ahol P(x): "4z = 12”7 egy 1-valtozos predikdtum az N halmazon.

ii) ”Minden szabalyos sokszog hursokszog, de van olyan hursokszog, amely nem
szabdlyos sokszog.”

A Kkijelentést el6szor atfogalmazzuk: ”Minden sokszogre igaz az, hogy ha szabalyos
sokszog, akkor hursokszog, és van olyan sokszog, amely hirsokszog és nem szabdlyos
sokszog.” Legyen: Hx := x hursokszog, Sz := x szabdlyos sokszog, ahol az individuum-
tartomany a sokszogek halmaza. Kapjuk, hogy:

Va(Sx — Hx) AJx(Hz A —Sz).
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iii) Az ”Antal tanul” kijelentés finomszerkezete: Q(a), ahol Q(z): "z tanul” egy
1-véltozos predikdatum személyek egy S halmazén. Itt Antal egy individuum, ennek
jelolése a.

iv) A ”Bea haragszik Cilire.” kijelentést vizsgdlva legyen H (z,y): "x haragszik y-ra”
2-valtozoés predikatum, jelolés még Hxy, és legyenek b (Bea) ¢ (Cili) individuumok, ekkor
a szerkezet: H(c,d), vagy Hed. Az z-et és y-t individuumvaltozéknak nevezzik. Az
individuumtartomany az a halmaz, amelyiken a predikatum definidlt.

Ha egy predikatumban valamely individuumvaltozé helyébe konkrét individuumnevet
irunk, akkor konkretizaciordl beszéliink.

Vezessiik be még a d := Dezs6, e := Elemér individuumneveket. A Hzy := x
haragszik y-ra predikatum konkretizacioiként kapjuk:
(1) Hzxe := z haragszik Elemérre,

(2) Hde := Dezs6 haragszik Elemérre.

Konkretizacié sordn a predikdtum argumentumszama (véltozdszdma) csokken. Az
(1) mondat egyargumentumui, a méasodik nullaargumentumi”, azaz kijelentés. Szokas
az egy- és tobbargumentumu predikatumokat nyitott mondatoknak, a kijelentéseket
zart mondatoknak is nevezni.

Ha egy predikdatumban valamely individuumvaltozé helyébe egy masik individu-
umvaltozot frunk, akkor atjelolésrol beszéliink.

Példaul, a Hxy predikatumbdl atjeloléssel a kovetkezo predikatumokat kaphatjuk:

(3) Hzxz = x haragszik z-re,

(4) Hyx = y haragszik x-re,

(5) Hyy = y haragszik onmagara.

Atjelélés soran az argumentumszam vagy valtozatlan marad, vagy csokken.

Predikatumbdl kijelentést konkretizacioval képeztiink. Erre egy maésik lehetoség a
kvantifikacid, azaz a logikai kvantorok hasznalata. Példaul:

(6) VaxHzxy = Mindenki haragszik y-ra.

A kvantor itt az x individuumvaltozot lekototte, ezzel egyargumentumai lett a predi-
katum, amelyben z-et kotott, y-t szabad individuumvaltozénak nevezziik. Ujabb
kvantifikacidval y-t is lekothetjiik:

(7) IyVexHxy = Valakire mindenki haragszik.

Ez mar kijelentés.

7.2. Predikatumlogikai formuldk. A predikatumlogikai formulak a kovetke-
zO0képpen adhaték meg:
1. a kijelentésvaltozok formulak,
2. ha P egy n-valtozés predikdtum és z,,x,, ..., z, individuumvaltozok vagy individu-
umnevek, akkor Px,z, ...z, é v, = z, formuldk,
ha A és B formulak, akkor ~A, ANB, AV B, A— B és A« B is formuldk,
ha A egy formula és x egy individuumvaltozé, akkor Vx A és Jx A is formuldk,
5. mas jelsorozat nem formula.

Itt x; = x,, olvasd "z, azonos z,-vel” az azonossagpredikatum, amely egy 2-
valtozos predikatum, de ennek kitiintetett szerepe van.

Figyeljiik meg, hogy a 2. és 4. pontok elhagyasaval a kijelentéslogikai formula
definicidja adodik.

Ilyen formula példaul

= oo

A =Vz(Sr — Hzx) A Jx(Hzx N -Sz),

lasd a fenti ii) Példat.
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Most nézziik a predikatumlogikai interpretaciét. Adjuk meg példaul a
B = (Pa A —Qa) — Jz(Px AN =Qx)

formulanak egy interpretaciéjat. Legyen az individuumtartomany a valés szamsorozatok
S halmaza. A Pz és Qu predikatumvaltozoknak konkrét predikatumokat feleltetiink
meg: Px-nek az ”x korlatos sorozat”, Qx-nek az ”x konvergens sorozat” predikatumokat,
az a-hoz pedig S-nek az a,, = (—1)" elemét rendeljiik. Ezek utan a formula egy széveges
interpretaciéja igy hangzik: "Ha az a, = (—1)" sorozat korlatos, de nem konvergens,
akkor létezik olyan korldtos sorozat, amely nem konvergens.”

E példabdl is kideriil, hogy egy predikatumlogikai formula interpretdldsa lényegesen
bonyolultabb egy kijelentéslogikai formula interpretalasanal. Az individuumtartomany
kiilonféle megvalasztdsa, a predikatumvaltozok jelentésének megaddsa mas-mas inter-
pretaciét eredményez.

7.3. Kovetkeztetések a predikatumlogikaban

A predikatumlogika kovetkezményreldcidéjanak definiciéja azonos a kijelentéslogika-
ban kimondott definiciéval, de itt formulan predikatumlogikai formulét, interpretacion
pedig predikatumlogikai interpretaciét kell érteni.

Példék. 1.
(1) Minden differencidlhaté fiiggvény folytonos.
(2) Az z — [z] fliggvény nem folytonos.

(3) Az z — [z] fliggvény nem differencidlhato.

Egy alkalmas individuumtartomény: I :={valés fiiggvények }. A predikdtumokra és
az individuumra jeloléseket vezetiink be, majd felirjuk a kovetkeztetés sémajat.

Dz := z differencidlhat6 (1) Vz(Dzx — Fz)
Fzx := z folytonos (2) —Fe
e:=x — 2] (3) —De

Tekintsiik mindazokat az interpretaciokat, amelyek mindkét premisszat igazza teszik:
(1) Vx(Dzx — Fx)| =1
(2) |- Fe| = 1.
Belatjuk, hogy ezek az interpretacidk igazza teszik a konkluziét is. (1)-bél [De —
Fe| =1, (2)-b6l |Fe| = 0 kovetkezik. Hamis utétagi implikdcié akkor és csak akkor
igaz, ha el6tagja hamis: |De| = 0, ahonnan |~De| = 1. Tehdt a kovetkeztetés helyes.

II. Tekintsiik a fejezet elején megadott
A, :Vz(P(z) — F(x))
A, :Vz(N(xz) — P(z))

B :Vx(N(z) — F(x))

kovetkeztetést.

Tegyiik fel, hogy az A, A, premisszék igazak és a B konklizi6 hamis. Akkor
Vz(N(xz) — F(x))| = 0, innen |-Vz(N(z) — F(z))| =1, |[3z—~(N(x) — F(z))| =1 és
legyen a olyan, hogy |~(N(a) — F(a))| =1, azaz |[N(a) — F(a)| =0, innen |N(a)| = 1,
|F'(a)] = 0.

Akkor erre az a individuumra |P(a) — F(a)| = 1, [(N(a) — P(a)| = 1 és kapjuk,
hogy |P(a)] = 0, ugyanakkor |P(a)| = 1, ami ellentmondéds. Tehat a kovetkeztetés
helyes.
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III. Helyes-e az alabbi kovetkeztetés 7
(1) Minden 2-nél nagyobb primszam péaratlan.
(2) Az n = 13 szam péaratlan.

(3) Az n = 13 szam primszam.

Itt a (3) konkluzi6 persze igaz, de az a kérdés, hogy (3) kovetkezménye-e (1)-nek és
2)-nek. Legyen az individuumtartomany I = {3,4,5,...}, a = 13 és P(z): "z prim”,
Q(x): 7z paratlan”. Ekkor a séma:

Ay Va(P(r) — Q)

Ay Q(a)

B : P(a)
Ez a kovetkeztetés nem helyes, mert més interpretacié esetén a konklizié hamissa
valhat. Pl. a = 15-re a konklizié hamis.

IV. Vizsgéljuk az alabbi kovetkeztetést:
(1) Japén a felkel6 nap orszdga.
(2) Japan tévol-keleti orszdg.

(3) A felkel6 nap orszaga téavol-keleti orszag.

Ezt helyesnek itéljik. Legyen T'x = z tavol-keleti orszag, j=Japan, f=a felkel6 nap
orszaga. Az (1) premissza pontosabban ezt allitja: Japan azonos a felkel6 nap orszagéval.
Ha ezt a kijelentést a Pxy predikatummal irjuk le, akkor a séma:

(1) Pjf

(2) Ty

(3)Tf

Ez pedig nem helyes, mert az alabbi kovetkeztetésnek ugyanez a szerkezete:
(1) 3 osztdja 6-nak

(2) 3 paratlan

(3) 6 paratlan,

és ez nyilvan nem helyes.

A Pxy tehat nem lehet tetszOleges predikdtum, csak az azonossag-predikatum. Ekkor
a séma;:

D j=f

(2) Tj

3)Tf

Ez pedig nyilvan helyes.

A predikdtumlogikai kovetkeztetések vizsgalatandl hasznos a széban forgd predikéatu-
mok igazsaghalmazainak abrazoldsa Venn-diagramok segitségével.

Emlitettilk a 6. fejezetben, hogy a kijelentéslogikdban minden kovetkeztetésrdl is
eldontheto véges sok lépésben, hogy helyes-e vagy sem.

A predikdtumlogikdban mas a helyzet. A. Church, 1936-os nevezetes eredménye
szerint nem lehet olyan egységes, altalanos eljarast adni, amelynek segitségével minden
formulardl eldontheto véges sok 1épésben, hogy tautolégia-e vagy sem. Predikatumlogi-
kaban nem lehet altalanos eldontési eljarast adni.
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7.4. Feladatok

1. Az Fzy := z figyeli y-t predikdtum és az a := Anna, b := Béla individuumnevek
felhaszndalasaval irjuk le a kovetkez6 kijelentések ill. predikatumok szerkezetét:

a) Béla Annat figyeli. f) Valaki mindenkit figyel.
b) z mindenkit figyel. g) Mindenki figyel valakit.
c¢) xz-et mindenki figyeli. h) Bélat valaki figyeli.

d) Valaki figyeli z-et, = pedig y-t. j) Valakit mindenki figyel.

e) Mindenki mindekire figyel.

Allapitsuk meg, hogy az egyes predikatumok hany argumentumuak.
2. A Kzy := x kezet fogott y-nal predikdtum és az azonossagpredikatum fel-
hasznalasaval formalizaljuk az aldbbi logikai fiiggvényeket ill. kijelentéseket:
a) x kezet fogott mindenki méssal.
b) Mindenki mindenki méssal kezet fogott.
c¢) Valaki mindenki méssal kezet fogott.
d) Mindenki kezet fogott valaki méssal.
e) Valaki valaki méssal kezet fogott.
3. Formalizaljuk a kovetkezo kijelentéseket:
a) Béarmely konvergens sorozat korlatos.
b) A korldtos monoton sorozatok konvergensek.
¢) Minden korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata.
) A 0-ra végz6d6 szamok parosak.
e) Nincsenek pératlan tokéletes szamok.
f) Taldlhatok milliénal nagyobb ikerprimek is.
g) Léteznek olyan sokszogek, amelyek egyenlé oldaliak, de nem szabélyosak.
h) A derékszogl rombuszok a négyzetek.
4. A vizsgaidészak valamely idopontjban aktudlissa valnak a kovetkezo kijelentésparok:
a) Mindenki vizsgazott analizisbdl és algebrabol.
Mindenki vizsgzott analizisbol, és mindenki algebrabdl is.
b) Mindenki vizsgazott analizisb6l vagy algebrabdl.
Mindenki vizsgzott analizisbdl, vagy mindenki algebrabdl.
c) Vannak, akik analizisbdl is, algebrabdl is vizsgéztak.
Vannak, akik analizisbol, s vannak akik algebrabdl vizsgaztak.
d) Vannak, akik analizisb6l vagy algebrabdl vizsgaztak.
Vannak, akik analizisbdl, vagy vannak, akik algebrabdl vizsgaztak.
Formalizéljuk a kijelentéseket. Melyek azok a kijelentésparok, amelyek ekvivalensek?
A nem ekvivalenseket irjuk fel implikdciovall
5. Helyes-e az alabbi kovetkeztetés 7
(1) Minden konvergens sorozat korlatos.
(2) Az a, = 2™ sorozat nem korldtos.

o,

(3) Az a, = 2™ sorozat nem konvergens.

Megoldés. A kovetkeztetés sémaja:
(1) Va:(C(x) — B(x))
(2) -B(e)

(3) —~Cle)
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Ez a kovetkeztetés helyes. Tekintsiik ugyanis mindazokat az interpretaciokat, amelyek
mindkét premisszat igazza teszik:
(1) vz : (C(z) — B(x))| =1
(2) |=B(e)| = 1.
(1)-bél |C(e) — B(e)| =1, (2)-bol |B(e)| = 0 kovetkezik. Hamis utétagi implikécié
akkor és csak akkor igaz, ha el6tagja hamis: |C(e)| = 0, ahonnan |[-C/(e)| = 1.
6. Helyes-e az alabbi kovetkeztetés ?
(1)Minden differencidlhaté fiiggvény folytonos.
(2) Van olyan raciondlis tortfiiggvény, amely differencidlhato.

(3) Van olyan racionalis tortfiiggvény, amely folytonos.
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