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Bevezetés

Ez az anyag tartalmazza az ” Algebra és szamelmélet” 1. féléves targy kotelez6 elméleti
anyaganak a nagy részét. Tartalmaz tovabba olyan kiegészitd részeket is, amelyek nem
kotelezbek, ezek " %7 jelek kozott szerepelnek. Az anyagban feladatok is vannak,
amelyek egy része a gyakorlaton feldolgozasra keriil. A feladatok el6tt ¥ jel all.

A tételek, allitasok és bizonyitasok végét a [1jel mutatja.

Felhivom a figyelmet

— a definiciék pontos ismeretére (a fogalmak nevei kévér betiikkel szedettek),

— az egyes fogalmakra adott példakra (ezek altalaban e jel utdn szerepelnek); adjanak,
keressenek tovabbi példakat az anyag jobb megértése érdekében,

— a Tételek pontos megfogalmazasara és a bizonyitasokra,

— a feladatok megoldaséra.
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1. Halmazok, relacidk, fiiggvények

1.1. Halmazok

A halmaz bizonyos jél meghatarozott dolgok (targyak, fogalmak), a halmaz elemei-
nek az Osszessége. Azt, hogy az a elem hozzatartozik az A halmazhoz igy jeloljiik:
a € A (a eleme A-nak); b ¢ A jelentése: b nem eleme A-nak.

Egy halmazt egyértelmiien meghataroznak az elemei. Egy halmazt megadhatunk dgy,
hogy felsoroljuk az elemeit, pl. A ={1,2,3,4}, B = {z,y, 2z} vagy igy, hogy megadunk
egy, a halmaz = elemeire jellemzé T'(x) tulajdonsagot: A = {x|T(x)} = {x : T(x)}, pl.
A={zlr e Ré 0 <z <3}

Itt és a tovabbiakban a szamhalmazokra az aldbbi jeloléseket hasznaljuk:

N = {0,1,2,3,...} a természetes szamok halmaza, N* = {1,2,3,...} = N\ {0} a
nullatdl kiillonbozé természetes szamok halmaza, Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...} az
egész szamok halmaza, Q = {%|a,b € Z,b # 0} a racionalis szdmok halmaza, R a valés
szamok halmaza, C a komplex szamok halmaza. Tovabba Z* = Z \ {0}, Q* = Q\ {0},
R* = R\ {0}, C* = C\ {0}, 2Z a péaros egészek halmaza, 2Z + 1 a paratlan egészek
halmaza.

Az iires halmaz (egyetlen eleme sincs) jele: (). Az A és B halmazokat egyenl6knek
nevezziik, ha ugyanazok az elemei, azaz Vr:x € A< x € B, jel. A=B.

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme B-nek is eleme, azaz
Ve:x e A=z € B, jel. ACB.

Jegyezziik meg, hogy A = B akkor és csak akkor teljesiil, ha A C B és B C A.

Miveletek halmazokkal. Az A és B halmazok metszete a kozos elemek Osszessége:
ANB = {z|x € Aésx € B}. Ha ANB = (), akkor azt mondjuk, hogy A és B diszjunkt
vagy idegen halmazok.

Az A és B halmazok egyesitése vagy unidja azoknak az elemeknek az Osszessége,
melyek hozzdtartoznak legaldbb az egyik halmazhoz: AUB ={z|lx € A V = € B}.

Itt vV a "logikai vagy” miivelet, A pedig a ”logikai és” miivelet.

Az A\ B kiilénbséghalmaz az A olyan elemeinek a halmaza, melyek nem tartoznak
a B-hez: A\ B={zlxr € A N © ¢ B}.

Ha A C E, akkor F \ A-t az A halmaz E-re vonatkozé kiegészit6 vagy komple-
menter halmazinak nevezziik, jelolés: C g(A). Ha E, neve alaphalmaz, rogzitett,
akkor a C(A) vagy A jeldléseket is hasznéljuk.

Tétel. Ha A, B,C C FE tetsz6leges halmazok, akkor

1) (ANnB)NC=AnNn(BNC), (AUB)UC =AU (BUCQC) (asszociativitds),

2)AnNB=BnNA, AUB = BUA (kommutativitds),

3) AN(AUuB)=A, AU(ANB)= A (abszorbcié),

4) AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (disztributivités),

5) AUl (A)=E, AnC,4) =0,

6) C(AnB) =C0(A4)ul(B), C(AuB)=C((A)NC(B) (de Morgan képletek),

7VANA=A, AUA=A,

8)C(C(A) =4, A\B=An((B),O

Az A és B halmazok Descartes-szorzatianak nevezziik az
Ax B={(z,y) :x € A N y € B} halmazt. Itt (z,y) rendezett elempart jelol, ahol
lényeges az elemek sorrendje: (x,y) = (z,t) akkor és csak akkor, ha x = z és y = t.

Ha A és B elemeinak a szama m, illetve n (m,n € N*), akkor A x B elemeinak a
szama mn.

Ha A = B, akkor jelolés A x A = A2.
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Példa. ¢ A ={1,2,3}, B = {a,b} esetén A x B ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),
(3,a),(3,b)}.

Feladatok. v 1. Milyen A és B halmazokra igaz, hogy A\ B= B\ A?

v 2. Ha AN C =), akkor igazoljuk, hogy A\ (B\ C)=(A\ B)\ C.

Vv 3. Hatarozzuk meg a koévetkezd halmaz elemeit:

A={(z,y) eENxN|2® - (y+1)* =12}.
Vv 4. Hatarozzuk meg a kovetkezd halmaz elemeit:
B ={(z,y) e Nx N | 2% + 2% = 5}.

1.2. Relacidk

Legyen A egy tetszbleges halmaz. A p = (A, R) pért, ahol R C A x A = A% az A
halmazon definidlt binaris relacionak, réviden relacionak nevezziik.

Jelolés: (a,b) € R < apb, olvasd: a p relaciéban van b-vel. Ellenkez6 esetben (a
nincs p relaciéban b-vel) a jelolés: (a,b) € R < a gb.

Példak. e 1) Legyen A = {a,b,c,d} és R = {(a,a),(a,b), (b, c),(c,c)}. Itt példaul
apa,apb és c pd.

e 2) Egy sik haromszogeinek A halmazdban a hasonlésigi relacié A x A-nak azt a
részhalmazat hatarozza meg, amely az egymassal hasonlé haromszogparokbol &ll.

e 3) Az egész szamok Z halmazan értelmezett oszthatdsagi reldcio a kovetkez6 : p =
(Z,R), ahol R = {(a,b) € Z X Z : alb} = {(a,b) € Z X Z : 3c € Z : b = ac}.

Legyen p relacié az A halmazon. Ekkor azt mondjuk, hogy

a) p reflexiv, ha minden x € A esetén xpr (Vx € A = xpx), azaz "minden elem
relaciéban van onmagaval”;

b) p tranzitiv, ha minden x,y,z € A,xpy és ypz esetén zpz (Vx,y,z € A :
xpy A\ ypz = xpz), azaz "valahdnyszor, ha egy elem reldciéban van egy masik elem-
mel és ez utobbi elem relacioban van egy harmadikkal, akkor az elso is relacioban van a
harmadikkal”;

¢) p szimmetrikus, ha minden z,y € A, xpy esetén ypxr (Vr,y € A : zpy = ypx),
azaz ”valahanyszor, ha egy elem relaciéban van egy masik elemmel, akkor ez utébbi
elem is relaciéban van az els6 elemmel”;

d) p antiszimmetrikus, ha minden z,y € A, zpy és ypx esetén x =y (Vz,y € A :
xpy Nypr = x = y), azaz ”"valahdnyszor, ha egy elem relaciéban van egy masik elemmel
és ha ez utébbi elem is relaciéban van az elsovel, akkor a két elem egyenl6”;

e) p ekvivalenciarelacid, ha p reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus.

f) p rendezési relacid, ha p reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus. Ekkor (A, p)
neve rendezett halmaz.

Példak. e 1) Az egész szamok Z halmazan az oszthatdsagi reldcid reflexiv és tranzitiv,
de nem szimmetrikus és nem antiszimmetrikus, mert példaul 3| — 3 és —3|3, de —3 # 3.

e 2) Az N* halmazon az oszthatdsag rendezési reldcié és (N*,|) rendezett halmaz.

e 3) A Z halmazon az a = b (mod n) < n|a—b kongruencia relaci6 ekvivalenciarelacio.

Ha p ekvivalenciarelacié az A halmazon, akkor az egymassal relacioban 1évo elemek
halmazat ekvivalenciaosztalyoknak nevezziik.

Példa. e Ha n = 6, akkor a (mod 6) kongruencia relacidhoz tartozé ekvivalen-

NN AN AN A A

6,k+12,...}.
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% Legyen A egy nemiires halmaz és legyen (B;),.; az A részhalmazainak egy rend-
szere (itt I egy Un. indexhalmaz): B, C A minden i € I-re. Azt mondjuk, hogy (B,)
egy osztalyfelbontasa vagy osztalyozasa A-nak, ha

a) B, #0,Vie I,

b) B, N Bj =0, Vi,j € I,i# j, azaz barmely két kiilonbozé részhalmaz diszjunkt,

c) A=U,; B;, azaz a (B;),-beli részhalmazok unidja az adott A halmaz.

Példa. e Az A = {1,2,3,4,4,6} halmaznak a B, = {1,2},B, = {3,4},B; =
{5}, B, = {6} részhalmazok egy osztalyfelbontasat adjak.

Az ekvivalenciarelaciok és az osztalyfelbontéasok kolcsonosen meghatarozzak egymast.
Ha ugyanis adott egy ekvivalenciarelacid, akkor gytijtsiik 0ssze az egymassal relacioban
levo elemeket és egy osztalyfelbontast kapunk. Ha pedig adott egy osztalyfelbontas,
akkor képezziik azt a relaciot, mely szerint 2 elem relaciéban van, ha ugyanahhoz az
osztalyhoz tartoznak. Ez ekvivalenciarelacié lesz.

Feladatok. ¥ 1) Legyen A = {1,2,3,4}.

a) Ha p={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(3,2),(2,3), (1, 3),(3,1)}, hataroz-
zuk meg a megfelel6 osztalyfelbontast.

b) Ha adott az {1,2}, {3}, {4} osztélyfelbontds, hatarozzuk meg a megfelel$ ekviva-
lenciarelaciot. %

v 2. Az Nx N halmazon a p relaciét igy definidljuk: (a,b) p(c,d) < a+d=b+c.

[gazoljuk, hogy p ekvivalenciarelacié.

v 3. Adjuk meg az Osszes ekvivalenciarelaciét az A = {1, 2,3} halmazon.

i€l

1.3. Figgvények

Ha A és B adott halmazok az A halmaz minden elemének megfeleltetjiikk a B hal-
maz egy és csak egy elemét, akkor azt mondjuk, hogy A-n egy egy fiiggvényt (vagy
leképezést) értelmeztiink, amelynek értékei B-hez tartoznak. Jelolés: f : A — B vagy

AL B Ttt A az f értelmezési halmaza vagy értelmezési tartomanya, a B halmaz
az [ értékkészlete.

Példa. ¢ f :R - R, f(z) =22, 9g:Z — Z,g(x) = 22 és h : N* — N* h(n) = "az n
pozitiv osztdinak szama” fiiggvények.

Injektiv, sziirjektiv és bijektiv fliggvények. Legyen f : A — B egy fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy

f injektiv, ha A kiilonboz6 elemeinek kiilonb6z6 képelemek felelnek meg, azaz, ha
Vo, oy € A,z # x5 = f(x,) # f(2,). Ez egyenértéki a kovetkezo éllitassal: Vo, z, €
A, f(zq) = f(y) =z = 3y;

f sziirjektiv, ha B-nek minden eleme képelem, azaz, ha Vy € Bz € A : f(x) = y.

f bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv, azaz, ha Vy € B 3! x € A (létezik egy és csak
egy z € A): f(z) =y.

Példak. e Az f : R — R, f(x) = 22 fiiggvény nem injektiv, mert pl. —1 # 1 és
f(=1) = f(1) = 1 és nem is sziirjektiv, mert pl. y = —1 € R esetén nem létezik =z € R
ugy, hogy f(z) = 22 = —1 legyen.

e Ag:[0,00) = R, g(x) = 22 fiiggvény injektiv és nem sziirjektiv,

h:[0,00) — [0,00), h(z) = 2 pedig injektiv és sziirjektiv, tehéat bijektiv.

Feladatok. ¥ 1. Hatarozzuk meg mindazokat az f : R — R fliggvényeket, amelyekre
2f(x)+3f1—2z) =4z -1, Vaz,yeR.

Megoldas. x helyett (1 — x)-et irva: 3f(z) + 2f(1 — x) = —4x + 3, az eredetivel
egylitt ez egy egyenletrendszer. Kapjuk, hogy: f(x) = —4x + 11/5.

Vv 2. Hatarozzuk meg mindazokat az f : R — R fliggvényeket, amelyekre
f(x) = f(—z) =22, Vaz,yeR.
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Megoldas. = = l-re: f(1)— f(—1) =1,z = —1-re: f(—1)— f(1) =1, ellentmondés,
nincs ilyen fiiggvény.

v 3. Igazoljuk, hogy f : R — R, f(z) = 22* 4+ 323 + 4 nem injektiv fiiggvény,
g:R =R, g(x) =23+ x + 2 pedig injektiv fiiggvény.

Megoldas. f(z) = 23(2x+43)+4, itt 23(2x+3) = 0, ha x = 0 vagy = = —3/2, tehat
f(0) = f(—=3/2) =4, f nem injektiv.

Ha g(x,) = g(z,), akkor 3 + z, = 23 + z,, (v, — z,) (2} + z,2, + 25 + 1) = 0, ahol
a masodik zérdjel (2% 4+ x,/2)% + 323/4+ 1 # 0, tehdt x; = x,, g injektiv.

Vv 4. Injektivek-e, sziirjektivek-e, illetve bijektivek-e a kovetkezo fliggvények:

a) F{1,2,3} — {a,b.ch, (1) = b, f(2) = ¢, [(3) =

b) f:Z—Z, f(x) =2x+1, c) f:R—=R, f(x) =2x+1,

d) f:R—R, f(x) =322 + 4, e) f:Z—7Z,f(x) = —x?+ 4.

f) f:R—R, f(zx)=a2*— 222+ 3.

Vv 5. Legyenek A és B egyenl6 szamossagu véges halmazok és legyen f: A — B egy
fliggvény. Igazoljuk, hogy a kovetkez6 allitasok egyenértékiiek:

i) f injektiv, ii) f szirjektiv, iii) f bijektiv.
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2. Algebrai struktiurak

2.1. Algebrai miiveletek

Legyen A egy nemiires halmaz és ¢ : A x A — A, (z,y) — @(z,y) egy fliggvény. ¢-t
az A halmazon értelmezett (algebrai) miiveletnek nevezziik. Jeldlés: p(z,y) = z *xy
(vagy x oy, Ay, stb.).

Példa. e Az R halmazon a ”+” Osszeadas és a szorzas miiveletek.

e Fgy adott halmaz részhalmazainak halmazan a ”U” unié és a "N’ metszetképzés
miiveletek.

Ha egy halmazon legalabb egy algebrai miiveletet értelmeziink, akkor algebrai
struktirardl beszélimk. Ha x és o miiveletek az A-n, akkor (A,x*) egymiiveletes
struktira, (A, *, o) kétmiiveletes struktira.

Feladat. v Algebrai struktirat alkot-e

% 9

i) N a szorzasra nézve ii) {2n + 1 : n € N} az 6sszeaddsra nézve
iii) 27 az Osszeaddsra nézve iv) R* az osztésra nézve.

_ x—1 4
V) Z az x xy = mEEs| megfeleltetéssel.

Az A halmazon értelmezett * mivelet asszociativ, ha minden z,y,z € A esetén
(xxy)*z = xx(y*2). A * miivelet kommutativ, ha minden z,y € A esetén zxy = yx*z.

Példak. e a Z halmazon az Gsszeadas és a szorzas asszociativ és kommutativ

e 7Z-n a kivondas miivelet: Vx,y € Z: x —1y € Z, de ”—" nem asszociativ, mert pl.
B3-7)—-1=-5#-3=3—-(7-1)

e a halmazokra vonatkoz6 "U” és ”M” miiveletek asszociativak és kommutativak.

Feladat. ¥ Mutassuk meg, hogy

a) az N* halmazon az = x y = z¥ miivelet nem kommutativ és nem asszociativ,

b) az A = [0,00) halmazon az = xy = JETJ“‘/ miivelet nem asszociativ, de kommutativ,

¢) az A = (0,00) halmazon az z * y = z'™¥ miivelet kommutativ és asszociativ.

Legyen (A,x*) egy struktira. Az e € A elem semleges elem, ha minden z € A
esetén e x x = x % e = . Osszeadés (illetve additiv médon jelolt miivelet) esetén e neve
zéruselem, jelolés e = 0, szorzéas (illetve multiplikativ médon jel6lt miivelet) esetén
e neve egységelem, jelolés e = 1. Gyakran a x-gal jelolt miiveletre is egységelemet
mondunk.

Ha létezik egységelem, akkor az egyértelmii. Valéban tegyiik fel, hogy e és e’
egységelemek. Akkor e x ¢/ = e/, mert e egységelem és e x ¢/ = e, mert e’ egységelem.
Kapjuk, hogy e = ¢’.

Példa. e (Z,+)-ban a 0 zéruselem, (R, )-ban az 1 egységelem.

Legyen (A, *) egy struktiira, amelyben létezik e semleges elem és x € A. Azt mondjuk,
hogy x-nek =’ € A szimmetrikusa, ha r xz’ =2’/ xx = e.

Osszeadés (illetve additfv médon jeldlt miivelet) esetén az elnevezés ellentett elem,
jelolés o/ = —x, szorzés (illetve multiplikativ médon jelolt miivelet) esetén inverz elem,
jelolés x/ = x— 1.

Belathato, hogy ha x-nek létezik szimmetrikus eleme, akkor az egyértelmii.

Példak. e (Z,+)-ban minden z-re 2/ = —x létezik, (R, -)-ban az egységelem az e = 1
és minden x # 0 esetén z/ = =1 = 1/, x = 0-nak nincs szimmetrikusa (inverze).

Ha (A, *,0) kétmiiveletes struktira és minden x,y, z € A esetén

zo(yxz)=(xoy)x(roz) és (y*xz)ox=(yox)x*(zox),

akkor azt mondjuk, hogy a o miivelet disztributiv a x miiveletre nézve.
Példak. e az R halmazon a szorzds disztributiv az 0sszeadédsra nézve
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e halmazok esetén U disztributiv a N miiveletre és N disztributiv a U miiveletre nézve.

2.2. A csoport, a gyliril és a test fogalma

A (G, %) struktura csoport, ha G-n értelmezett egy * miivelet, amelyre

(G,) (x*y) *z=x* (y * z) minden x,y, z € G-re, azaz a miivelet asszociativ,

(G,) létezik e € G tgy, hogy  xe = e*x = z minden =z € G-re, azaz létezik
egységelem,

(G4) minden x € G-re létezik o/ € G gy, hogy = * 2’ = a’ *x v = e, azaz minden
elemnek van szimmetrikusa (inverze).

Ha még teljesiil

(G,) v *y =y*x minden xy € G-re, azaz a miivelet kommutativ,

akkor kommutativ csoportrél vagy Abel-csoportrél beszéliink (Niels Henrik Abel,
XIX. szazadi norvég matematikus).

Itt a G jelolés az angol group, illetve a német Gruppe szavak (jelentésiik: csoport)
kezdobetijébol szarmaszik.

Példak. e (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) Abel-csoportok,

o (Z,-), (Q,), (R,-), (C,-) nem csoportok, de (Q*,-), (R*,-),(C*,-) Abel-csoportok.

A kovetkez6kben kétmiiveletes strukturakat vizsgalunk.

Az (R, x,0) algebrai strukturat gytiriinek nevezziik, ha teljesiil a kovetkezé harom
tulajdonsag:

1. (R, *) Abel-csoport,

2. a 7o” miuvelet asszociativ,

3. 70" disztributiv a ”x” miiveletre nézve.

Megjegyzés. Itt az R jelolés az angol ring szé (jelentése: gylirli) kezdbbetiijébol
szarmazik, és nem Osszetévesztendd az R-rel (valés szamhalmaz).

Az egyszertiség kedvéért gyakran az (R, +, -) jelolést hasznaljuk és gytiri-Osszeadas és
gylri-szorzas miiveletekrdl beszéliink akkor is, ha nem a szokasos + és - miveletekrol
van szo.

Ennek megfeleden az (R, +) csoport semleges elemét a gyiir(i zéruselemének nevez-
ziik, jelolés: 0. Azt mondjuk, hogy (R, +, ) kommutativ gytrii, ha ”-” kommutativ
miivelet. (R,+, ) egységelemes gyiirii, ha létezik egységelem a ” -7 miiveletre nézve:
Jle R:1la=al =a,Va € R.

Példak. e (Z,+,:), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-) kommutativ, egységelemes gytiriik,
az egységelem az 1 szam, a zéruselem pedig a 0 szam.

Az (R, +,-) gylirii neve test, ha R legaldbb két elemii egységelemes gytirii és minden
a € R,a # 0 elemnek 1étezik inverze, azaz létezik a=! € R:aa~! = a~1'a = 1. Tovdbba
R kommutativ test, ha R test és ”-” kommutativ.

Példak. e (Z,+, ) kommutativ gy(irii és nem test, mert pl. a 2-nek nincs inverze,
mert 2-1 =1 ¢ Z

e (Q,+,), (R,+,-), (C,+,-) kommutativ testek.

Feladatok. ¥ 1. A Z halmazon értelmezziik az r+y = x+y— 1 miveletet. Igazoljuk,
hogy (Z,*) Abel-csoport | Mi itt az egységelem és mi = szimmetrikusa ?

v 2. Legyen G = (0,00) \ {1} és x xy = z»¥. Igazoljuk, hogy (G, *) Abel-csoport.

v 3. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gytirtit (a szokdsos Osszeaddsra és
szorzasra):

a) {a+bV5:a,bcZ}, b) {a+bV/5:a,bc 7},

v 4. Az alabbi halmazok koziil melyek alkotnak testet (az Gsszeaddsdra és szorzdsara):

a) {a+bV5:a,beQ}, b) {a+bV/3:a,bcQ}.
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3. Komplex szamok

3.1. A komplex szamok bevezetése, algebrai alakja
3.2. A komplex szamok trigonometrikus alakja

3.3. Gyokvonas komplex szamokbdl, komplex egységgyokok

Lésd Szendrei Agnes, Diszkrét matematika, VI. fejezet, 117-130 old.

Egy feladat. V¥ Igazoljuk, hogy {1,—1,i,—i} Abel-csoport a komplex szdmok
szorzasara nézve.
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4. Egész szamok oszthatdésaga

4.1. Oszthatodsag

Az a egész szamot a b egész szam osztdjanak nevezziik, ha létezik olyan z egész
szdm, hogy b = ax, jelolés alb. Ekkor azt mondjuk még, hogy b oszthaté a-val és b
tobbszorose a-nak. Ha a nem osztéja b-nek, akkor ezt igy jeloljik: a fb.

Példaul, 3|12, 5[60, 3|(—6), (—4)|24, (—=2)|(—12), 2 f5, 5 f(—4).

Megjegyezziik, hogy 0|0, s6t a|0 minden a € Z esetén, de 0 b ha b € Z,b # 0.

Tétel. Legyenek a,b,c,m,n € Z. Akkor

1) ha CL|b, akkor a|(_b)7 (_a)|b7 (_a’)|(_b)7

ii) ala (reflexivitas), 1|a,

iii) ha alb és b|c, akkor alc (tranzitivitas),

iv) ha alb és alc, akkor a|mb + nc,

v) ha a|b és b # 0, akkor |a| < |b],

vi) ha alb és bla, akkor |a| = |b|.

Bizonyitas. iv) Ha alb és a|c, akkor létezik z,y € Z gy, hogy b = ax,c = ay,
ahonnan mb + nc = maz + nay = a(mz + ny), s kapjuk, hogy a|mb + nc.

v) Ha alb,b # 0, akkor b = ax valamely x € Z szdmra és = # 0, mert x = 0 esetén
b = 0 lenne, ami ellentmondas. gy [b| = |a||z| > |al.

vi) Ha a = b = 0, akkor |a] = |b| = 0. Ha a # 0,b # 0 (mas eset nincs), akkor v)
alapjan |a| < |b| és |b] < |al|, tehat |a| = |b|. O

Kovetkezmény. A 7Z halmazon az oszthatdsag reflexiv és tranzitiv, de nem anti-
szimmetrikus. Az N halmazon az oszthatésag reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus,
azaz rendezési relacié.

Megjegyzések. 1. A Tétel i) pontja alapjan az oszthatésdgi kérdések vizsgalatakor
elegend6 a természetes szamokra szoritkozni.

2. iv) alapjan ha a osztdja b-nek és c-nek, akkor a osztdja b és ¢ minden linedris
kombinacidjanak, igy ezek Osszegének és kiilonbségének is. FEz forditva nem igaz, ha
példéul alb + ¢, nem kovetkezik, hogy alb és alc. A iv) tulajdonsdg igy altalanosithato:
ha a,b;,m; € Z,alb,,i € {1,2, ..., k}, akkor a|m,b; + myb, + ... + m, b, .

Lattuk, hogy O-nak minden egész szam osztdja. Igaz ugyanakkor a kovetkezo allitas.

Tétel. Minden nemnulla egész szamnak véges sok osztdja van.

Bizonyitas. Legyen b # 0 adott egész szam és alb. Akkor az el6z6 Tétel v) pontja
alapjan |a| < |b|, azaz —|b| < a < |b|, igy a csak véges sok értéket vehet fel. [

Az oszthatésagi feladatok megoldasa soran gyakran alkalmazzuk a kovetkezo tulaj-
donsagokat.

Tétel. Legyenek a,b € Z és n € N*. Akkor

i) a — bla™ — b",

ii) ha n paratlan, akkor a + bla™ + b",

iii) ha n péros, akkor a + bla™ — b™.

Bizonyitas. Azonnali az

a" —b" = (a—b)(a" ' +a" b+ ... Fab" 20",

a2k—|—1 + b2k—|—1 — (CE + b)(CLQk . a2k—lb+ - abZk—l + ka:),

a2k . b2k _ (a + b)(a2k—1 o a2k—2b 4.+ ab2k:—2 . ka—l)
azonossagok alapjan. [J

Feladatok. Az aldbbiakban legyenek a,b, ¢, d, m,n, ... egész szdmok (kivéve ha mast
mondunk).
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v 1. Igazoljuk, hogy ha ac|bc és ¢ # 0, akkor a|b. Igaz-e a forditott &llitas?

Megoldas. Ha ac|bc, akkor be = (ac)z és ¢ # 0-val osztva b = ax, ahonnan alb. A
forditott &llitds is igaz, mert ha a|b, akkor b = ax és c-vel szorozva bec = acx, aclbe.

v 2. Igazoljuk, hogy ha a|b és c|d, akkor ac|bd. Igaz-e forditva?

Megoldas. Ha alb és c|d, akkor b = ax,d = cy, innen bd = aczy és ac|bd. Forditva
nem igaz: legyen példaul a = 2,6 =3,¢c = 3,d = 2, akkor ac = 6|6 =bd, de a =2 [3 =10
ésc=3 f2=d.

v 3. Igazoljuk, hogy a + b|lma + nb akkor és csak akkor, ha a 4+ b|mb + na.

Megoldas. (m+n)(a+b) = ma+na+mb+nb, igy ha feltételezziik, hogy a+b|ma-+nb,
akkor a + b|(m + n)(a + b) — (ma + nb) = mb + na. Hasonl6képpen, ha a + bjmb + na,
akkor a + b|(m 4+ n)(a + b) — (mb + na) = ma + nb.

Vv 4. Vezessiikk le a 9-cel és 11 -gyel valé oszhatatésdgra vonatkozd kovetkezd
szabdlyokat: egy tizes szamrendszerbeli természetes szam

a) akkor és csak akkor oszthaté 9-cel, ha a szamjegyeinek Gsszege oszthat6 9-cel,

b) akkor és csak akkor oszthaté 11-gyel, ha a pératlan helyein all6 szamjegyek
0sszegébdl kivonva a paros helyeken allé szamjegyek Osszegét 11-gyel oszthatd szamot
kapunk.

Megoldés. a) n = bkbk—1~~b1b0(10) =b,10% +b, ,10F=1 + ... +b,10 + b, = b, (10F —
1) +b,_(10*=t = 1) + ...+ b,(10 — 1) + (b, + b,_; + ... + b, + b,), ahol Tétel szerint
az els6 k tag oszthatd 10 — 1 = 9-cel, igy az adott n szam akkor és csak akkor oszthatd
9-cel, ha (b, +b,_; + ... + b, +b,) = a szamjegyeinek Osszege oszthatd 9-cel.

b) n = bkbk—l'“blbO(m) = b,10F + b, 101 + ... 4 0,102 + b,10 + b, = b, (10*F +
(—)R1) by (1081 (—1)8) 4 .+ by (102 — 1) 4 by (10 4+ 1) + by (1 — 1) + (—1)¥(b,, —
b 1+b,_o— ..+ (—1)F2by+ (—1)*1b; + (—1)*b,), ahol Tétel szerint az elsé k+1 tag
oszthaté 11-gyel, pontosabban, a 102 — 1 alaki tagok a fenti Tétel /iii), a 102+ + 1
alaki tagok pedig a Tétel /ii) alapjan. fgy az adott n szam akkor és csak akkor oszthato
11-gyel, ha az utolsé tag oszthatd 11-gyel, amit igazolnunk kellett.

v 5. Mutassuk meg, hogy 7|2" — 1 akkor és csak akkor, ha 3|n, ahol n € N*.

Megoldas. Harom esetet vizsgalunk:

I. n = 3k alaki, akkor 2» — 1 =23k — 1 = 8% — 1 oszthaté 8 — 1 = 7-tel.

I1. n = 3k + 1 alakt, akkor 27 —1 = 23k+1 —1=2.8F — 1 =2(8% — 1) + 1, itt az elsd
tag oszthatdo 8 — 1 = T-tel, az 1 pedig nem oszthatd 7-tel, igy az Osszeg sem oszthatd
7-tel.

II. n = 3k + 2 alakd, most 27 — 1 =232 — 1 =4.8F — 1 = 4(8* — 1) + 3 és ugy
jarunk el mint a II. esetben.

v 6. Igazoljuk, hogy minden m pératlan szamra 240/m® — m.

v 7. Igazoljuk, hogy (5n? + 3)(n* + 8) oszthat6 24-gyel minden n € N szdm esetén.

v 8. Legyen P, = (n+1)(n+2)...(n+n). Igazoljuk, hogy 2"|P, és 27+! /P minden
n € N* esetén.

Megoldas. n szerinti indukciéval: n = 1-re P, = 2, a tulajdonsag igaz.

B L @2n+1)(2n+2)
P,i=m+2)..2n)2n+1)2n+2) = P, T

=220+ 1)P,.
Feltéve, hogy P, = 2" -m alaki, ahol m paratlan szam, kapjuk: P, ; = 2"*1(2n+1)m,
ahol (2n + 1)m pératlan és kész vagyunk.

Masképp,

P - (277;)! _ (2~4~6~-2n)(37;!5~7~~(2n—1)) _
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:2”(1'2'3"'71)(3'5'7"'(2”_1)) =2"(3-5-7---(2n—1))

n!

ahol a zardjelben 1év6 szorzat paratlan, s innen kovetkezik a tulajdonsag.

v 9. Mutassuk meg, hogy 490 + 1 oszthatdé 17-tel.

Megoldas. 490 + 1 = (42)% + 1 = 16%° + 1 oszthat6é 16 + 1 = 17-tel a Tétel /ii)
alapén.

4.2. Maradékos osztas, szamrendszerek

Igazoljuk a kovetkezo tételt.

Tétel.(A maradékos osztas tétele) Ha a,b € Z,a # 0, akkor 1éteznek az egyértelmiien
meghatarozott g € Z és r € Z szamok ugy, hogy

b=gqga+r, ahol 0<r<]|al

Bizonyitas. Legyen a > 0 és tekintsiik a kovetkezo halmazt, melynek elemei egy
mindkét iranyban végtelen szdmtani sorozatot alkotnak:

H={b-—ar:x2€Z}={..,b—3a,b—2a,b—a,b,b+ a,b+ 2a,b+ 3a,...},

mely tartalmaz pozitiv és negativ szdmokat is, s melynek létezik egy legkisebb nem-
negativ eleme, legyen ez r. Igy létezik q € Z tigy, hogy

b—(g+1a<0<b—qa=r,

ahonnan b =qa +1és 0 <r <a = lal.
Ha a < 0, akkor —a > 0 és a fentiek alapjan létezik ¢/, r’ € Z tgy, hogy

b=¢q¢ (—a)+7r" =(=¢)a+7r", ahol 0<7 <|—a|=]d,

és a qg= —q',r =r' valasztassal az allitas bizonyitott.

Az egyértelmiiség igazolasa végett tegyiik fel, hogy b = ga + 7,0 < r < |a| és b =
ga+r,0<r <lal lgy ga +r = qa+r;,(¢—q)a=r —r. Har # r;, akkor
ri—r # 0,q—q, # 0 és figyelembevéve, hogy a # 0 kapjuk, hogy |r; —r| = |[¢—q,||a| > |a.
Maszrészt, az r és r; szamokra vonatkozé egyenlétlenségek alapjan |r; — 7| < |a|, ami
ellentmonddst jelent. Kovetkezik, hogy r = r,, ahonnan ¢ = ¢;.

Megjegyzések. 1. A gyakorlatban a ¢ hanyadost és az r maradékot tugy kapjuk
meg, hogy b-t elosztjuk a-val.

2. Az a # 0 egész szam akkor osztdja b-nek ha a maradékos osztas tételében szerepld r
maradék nulla, s ekkor a fenti  éppen a ¢ hanyados, amely egyértelmiien meghatarozott.

Példak. e a) Ha b = 29 és a = 4, akkor ¢ = 7,r = 1, az osztds egyenlete pedig
29=4-7T+1.

b) b= —29 és a = 4 esetén ¢ = —8,r = 3, az osztas egyenlete pedig —29 = 4-(—8)+3.

c) b=49, a = —5, akkor ¢ = —9,r = 4 és az osztés egyenlete 49 = (—5) - (—9) + 4.

d) Haob=84ésa=7,akkor g=12ésr=0: 84 =7-12.

3. A kapott r maradék a 0,1,2,...,|a] — 1 szdmok valamelyike, s ezek szadma |al.
Példaul b-t a = 2-vel osztva a maradék 0 vagy 1 aszerint, hogy b paros (b = 2q) vagy b
paratlan (b = 2¢+1). a = 3-mal osztva a maradék 0, 1 vagy 2 lehet s ennek megfelel6en
b=3q,b=3q+ 1 vagy b = 3q + 2 alaku, ahol q € Z, stb.

A maradékos osztés tételének fontos alkalmazasa a szamok adott alapd szamrendszer-
ben torténd felirasa.
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Tétel. Ha a € N,a > 1 adott szdm, akkor minden n € N* szam felirhaté
n=>b.a"+b,_a" '+ . +ba+b,

alakban, ahol 0 < b, < a—1,i € {1,2,...,k},b, # 0 és a b, szdmok (az n szdmjegyei)
egyértelmiien meghatarozottak.
Bizonyitas. Az el6z6 Tétel szerint n felirhato

n=aq,+by,, 0<b,<a-1
alakban, ahol ¢, és b, egyértelmiien meghatdrozottak. Hasonl6an,

QO:aql+b1a Oéblga_lv
qlza(b"’_an 0§b2§a—1,

és q;,by,0q,,b,, ... egyértelmiien meghatarozottak.

Véges sok lépésen beliil nulla hanyadost kapunk, hiszen a > 1 miatt ¢, > q; > g, > ...
természetes szamokbol 4ll6 szigortian csokkend sorozat. Legyen ¢, = 0 az elsd nulla
hanyados, igy az utolso egyenlet

Gy, =0b,, 0<b,<a-—1,
visszahelyettesitve kapjuk, hogy
n = a(aq, +b,) + by, = a(alag, +by) +b;) + b, = ...,
s elvégezve a miiveleteket
n=>ba"+0b,_,a" '+ . +ba+b, O

Jelolés: n = bk:bk:—l"'blbO(m)'
Ha a = 10, akkor a természetes szamok szokdsos, tizes alapu felirasat kapjuk a
0,1,2,...,9 szamjegyek segitségével, ha pedig a = 2, akkor a kettes alapd (bindris)
szamrendszerhez jutunk, melyben két szamjegy van: a 0 és az 1.
% Az elobbi tétel kozvetlen alkalmazasaként addodik, hogy minden n € N* szam
egyértelmiien felirhato

n =2k 4 okr—1 1 4 ok 4 9ko

alakban, ahol k, >k, _, > ... >k, > k; > 0 egész szamok. ¥

Példa. e frjuk fel a tizes szamrendszerben a kovetkezoé szamokat: 1001001 o) és
475 gy

A Tétel alkalmazasaval,

1001001, =1-2640-2540-2441-2340-2240-214+1-20=64+8+1=73,

475 ) =4-8247-84+5=256+56+5=317.

Egy adott n szamot a alapu szamrendszerben a kovetkez6képpen irunk fel (vesd Gssze
a Tétel bizonyitasaval):

El6szor n -et elosztjuk a-val. A kapott maradék adja a b, utolsé szdmjegyét. Ezutdn
az eloz6 osztés soran kapott hanyadost osztjuk el a-val és a kapott maradék adja a
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b, utolsé eldtti szdmjegyet. Majd ennek az osztdsnak a hanyadosat osztjuk el a-val
és a kapott maradék lesz a b, szdmjegy, stb. Az algoritmus akkor ér véget, mikor
valamely osztds soran 0 hanyadost kapunk, ennek az osztdsnak a maradéka (azaz az
el6z6 hanyados) lesz a by, elsé jegy.

Példék. e a) Irjuk fel a kettes szémrendszerben a 114 szdmot.

Az osztasok a kovetkezok: 114 = 2-5740, 57 =2-28+1,28 =2-1440, 14 =2-740,
7=2-341,3=2-141,1=2-0+1¢és 114:1110010(2).

b) Irjuk fel a 6-0s szamrendszerben a 346 szamot.

Most 346 =6-57+4,57=6-94+3,9=6-14+3,1=6-0+1és 346 = 1334 4.

Feladatok.

Vv 1. Mutassuk meg, hogy minden egész szam négyzete

a) 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot ad;

b) 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot ad;

c) 5-tel osztva 0 vagy 1 vagy 4 maradékot ad.

Vizsgaljuk a 6-tal, 7-tel és 8-cal vald osztést.

Megoldas. a) A kovetkezd eseteket vizsgaljuk:

I. n = 3q, ekkor n? = 9¢2 = 3 - (3¢?), ami 3-mal osztva 0 maradékot ad,

IT. n = 3g+ 1, ekkor n?2 = (3¢ +1)2 = 9¢% + 6¢ + 1 = 3(3¢®> + 2¢q) + 1, ami 3-mal
osztva 1 maradékot ad,

ITI. n = 3¢ + 2, most n? = (3¢ +2)2 =9¢®> + 12g + 4 = 3(3¢®> + 4g + 1) + 1 és 3-mal
osztva tjra 1 a maradék.

Rovidebben, II. és III. egyiitt: n = 3¢ &+ 1, ekkor n? = (3¢ £ 1)? = 9¢®> £ 6¢ + 1 =
3(3¢% +2q) + 1, ami 3-mal osztva 1 maradékot ad.

A tobbi hasonléan.

v 2. Milyen szamjegyre végzodhet egy teljes négyzet (teljes kob) a tizes szamrend-
szerben?

Megoldas. Minden n egész szam felirhaté n = 10q + r alakban, ahol 0 < r < 9 és
n? = (10g + r)2 = 100¢2 + 20qr + r2 = 10k + r2, tehdt az utolsé jegyet az r? utolsé
jegye adja. Ezért elegendd az egyjegyll szamokat vizsgalni: 02 = 0,12 = 1,22 = 4,32 =
9,42 = 16,52 = 25,62 = 36,72 = 49,82 = 64,92 = 81, az utolsé jegy tehat 0,1,4,5,6,9
lehet és nem lehet 2, 3,7, 8.

Vv 3. Hatarozzuk meg a-t ugy, hogy

a) 231,y = 190,

b) 1182(a) = 884.

Megoldéas. a) a > 4 egész szdm, mert el6fordul a a 3-as szdmjegy. Kapjuk, hogy
2a? + 3a + 1 = 190 és megoldva ezt a masodfoki egyenletet: a = —21/2 ésa = 9. A
megoldas a = 9.

b) Most a > 9 egész szam, mert a 8-as szamjegy is el6fordul, és az
a® + a2 + 8a + 2 = 884 harmadfoki egyenletet kellene megoldanunk. Ezt elkertilhetjiik,
ha megfigyeljiik, hogy a = 10-re 1182(10) = 1182 > 884 és a > 10 esetén 1182(a) >
118214 > 884.

Tovabbd, a = 9-re 11824, = 93 +92 + 8.9+ 2 = 884, tehdt a megoldds a = 9.

Vv 4. Igazoljuk, hogy a 16-os szamrenszerben felirt 123456789 ABC DEF szam
oszthato 15-tel, ahol A =10,B=11,C=12,D =13, E =14, F = 15.
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5. Legnagyobb ko6z0s oszté és legkisebb kozos tobbszoros

5.1. Egész szamok legnagyobb k6z6s osztdja

Most két egész szam kozos osztdival foglalkozunk. Ha a,b € Z és nem mindketto
nulla, akkor a kozos oszték szama véges, s igy van kozottiik legnagyobb abszolut értéki.
A d € Z szdmot az a és b (nem mindkettd nulla) legnagyobb k6z6s osztdjanak (Inko-
janak) nevezziik, ha d k6z6s oszté és ha nincs nédla nagyobb abszolit értékii kdzos 0szto.
Az a = b = 0 esetben a 0-t nevezziik legnagyobb kozos oszténak. Ha d legnagyobb ko6zos
oszt0, akkor —d is az, s ezeken kiviil nincs mas legnagyobb ko6zos osztd. Az a és b szamok
nemnegativ legnagyobb k6zos osztdjat (a,b)-vel jeloljik, ahol (a,b) = (b, a).

Példak. ea = 36 és b = 24 kozos osztoi: +1,4+2, 43, +4,+6,+12, a legnagyobb
koz6s osztdk a £12 és (36,24) = 12.

eaq = 15 és b = —12 kozos osztéi: £1,43, a legnagyobb kozos osztok a +3 és
(15,—12) = 3.

A legnagyobb kozos oszté fogalma a kovetkezdképpen is értelmezhetd. Az a,b € Z
szamok legnagyobb ko6z0s osztdjanak nevezziik a § € Z szdmot, ha

i) 6 ko6zos oszt6 (d)a, d|b),

ii) minden ko6zos oszté d-nak osztéja (minden c|a, c|b esetén cld).

Ha a = b = 0, akkor minden § € 7Z teljesiti ezeket a feltételeket. Nem trivialis
azonban, hogy létezik-e két adott szdm (nem mindketté nulla) § legnagyobb kézos osztéja
a masodik értelmezés szerint. Ha létezik ilyen §, akkor —¢ is legnagyobb kozos o0szto,
s mas szam nem rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Tovabba, ha 0 az a és b masodik
értelmezés szerinti legnagyobb kozos osztdja és § € N, akkor 6 = (a,b), hiszen i) szerint
d < (a,b), maszrészt (a,b)|a, (a,b)|b, igy ii) szerint (a,b)|d, ahonnan (a,b) < 4.

Tétel. Ha a,b € Z (nem mindketté nulla), akkor létezik e szdmok legnagyobb k6zos
osztéja a masodik értelmezés szerint.

Els6 bizonyitas. Legyen A = {ax + by : z,y € Z}. Az A halmaz tartamazza a
0-t, tartalmaz negativ és pozitiv egészeket is. Legyen 6 az A halmaz legkisebb pozitiv
eleme, 6 = ax, + by,. Megmutatjuk, hogy  legnagyobb kozos oszt6. A maradékos
osztas tétele szerint létezik q,r € Z ugy, hogy a = dq +r,0 < r < J. fgy r=a—90q =
a — (axy + byy)g = a(l — qxy) + b(—qy,) € A, ahonnan r = 0, s innen 6|a. Hasonl6éan
d|b, tehat 0 kozos osztdja a-nak és b-nek. Ha cla, c|b, akkor clax, + by, = 6. O

Masodik bizonyitas. A maradékos osztds tételének ismételt alkalmazdsaval a
kovetkez6 Osszefiiggéseket kapjuk (feltételezziik, hogy b > 0):

a=bg +r, 0<r <o,
b=r,q,+7y, 0<1y <7y,

Ty =19 +7e, 01y <1y,

Tn—3 = Th—29n—1 + Fp—1s 0< Tn—1 < Tp—2
r =7, 14, tr,, 0<r, <r, .,
Tn—l = ann—l—l’ 7nn—l—l = 0

Ez az eljaras, az in. euklidészi algoritmus, akkor ér véget ha a kapott maradék
nulla, s ez véges sok 1épés utan bekovetkezik, hiszen b > r; > r, > ... szigortian csokkend

nemnegativ tagi sorozat. r -nel jelolve az utols6 nemnulla maradékot, megmutatjuk,
hogy 6 =, az a és b szdmok legnagyobb kozos osztdja a méasodik értelmezés szerint.
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Az utolsé egyenletbél 7, |r, |, az utolsé el6ttibél = |r, _, (lasd 4.1. szakasz Tétel), s
visszafelé haladva rendre kapjuk, hogy r, |7, _5,...,7r, |1y, 7, |7y, 7, |b, 7, |a, tehat r  kozds
oszt6. Ha pedig c|a, c|b, akkor az elsé egyenletbdl c|r;, a méasodikbdl c|r,, s lefelé haladva
kovetkezik, hogy c|ry, ..., c|r, 5, ¢c|r,,_,,c|r,, azaz c|r,. O

Megjegyzések. 1. A masodik bizonyitds konstruktiv, nemcsak § létezését igazolja,
hanem el6 is allitja azt.

2. A fenti két értelmezés tehat egyenértékii. Altaldnosabb strukturakban, példdul
gytriikben csak a masodik értelmezés hasznalhatd, ugyanis ebben csak az oszthatdsagi
relacié szerepel. []

Tétel. Ha a,b € Z, akkor léteznek az x,y, € Z szamok gy, hogy (a,b) = ax,+ by,.

Bizonyitas. Azonnali a fenti els6 bizonyitas alapjan. U

Megjegyzés. A tulajdonsig az euklidészi algoritmus alapjan is kovetkezik. Az
utolsé el6tti egyenletbél (a,b) =7, =r, o —1,_14,, az azt megel6z6 egyenletbdl pedig
Tho1 =Tpn_3—Tn_oq,_1,dhonnanr, = (1+q, 1q,)7,_5—4,7,_ 3327, o ésT, 5 linedris
kombinécidja. Visszafelé haladva az egyenletekben, egymasutani helyettesitésekkel
kapjuk, hogy (a,b) az a és b szdmok egy linedris kombinacidja. O

Példa. e Hatarozzuk meg az euklidészi algoritmus alapjan az 1819 és 3587 d Inko-jat
és keressiink olyan x,y € Z szamokat, melyekre d = 1819x + 3587y.

Megoldas. A megfeleld osztasok elvégzésével:

3587 = 1819 -1 + 1768

1819 = 1768 -1 4 51

1768 =51-34 4 34
51 =34-1+417
34=17-2+0

Igy az Inko az utolsé nemnulla maradék: d = (1819, 3587) = 17.

Tovabba, az utolsé elotti egyenletbol, az azt megel6z6bol, stb. rendre kapjuk, hogy
17=51-34=51— (1768 —51-34) =35-51 — 1768 = 35(1819 — 1768) — 1768 =

= 35 - 1819 — 36(3587 — 1819) = 71 - 1819 — 36 - 3587. Valaszthaté x = 71,y = —36.

Az a,b € Z szamokat relativ primeknek nevezziik, ha (a,b) = 1.

Tétel. Az a,b € Z szdmok akkor és csak akkor relativ primek, ha léteznek az x, y, €
7 szamok ugy, hogy ax, + by, = 1.

Bizonyitas. A feltétel sziikségessége kovetkezik az elobbi Tételbdl, az elégségesség
pedig igy lathaté be: ha ax, + by, = 1 és d|a,d|b,d € N, akkor d|1, tehdt d = 1. O

Tétel. Ha a,b,m € Z, akkor

i) (ka, kb) = k(a,b), ahol k € N*,

i) (4,2) = 1(a,b), ahol ¢ € N*, c|a, c|b,

iii) (a,b) = d akkor és csak akkor, ha (%, %) = 1, ahol d € N*, d|a, d|b,

iv) (a,m) =1 és (b,m) = 1 akkor és csak akkor, ha (ab,m) = 1,

v) ha albm és (a,m) = 1, akkor alb.

vi) ha alm, blm és (a,b) = 1, akkor ab|m.

Bizonyitas. i) Az euklidészi algoritmust ka és kb-re alkalmazva ugyanazokat az
egyenleteket kapjuk, mint ha az a és b-re vonatkozd algorimusban minden egyenletet
k-val szorzunk. Igy r, is k-val szorzédik és (ka, kb) = kr, = (a,b).

Mésképp, a szakasz elsé Tételének elsé bizonyitasa szerint (a,b) = min{ax + by :
z,y € Z,ax + by > 0. Igy (ka,kb) = min{kax + kby : z,y € Z, kax + kby > 0} =
kmin{ax + by : z,y € Z,ax + by > 0} = k(a,b).
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ii) k = c-re alkalmazva az i) tulajdonsagot kapjuk, hogy

a b a b

(a7b) = (CE’CE) = C(Ev E)»

ami egyenértékli a bizonyitandé osszefiiggéssel.
iii) A ii) pont alkalmazasaval

s innen kovetkezik az allitas.

iv) Ha (a,m) = 1 és (b,m) = 1, akkor létezik z,y,u,v € Z 4gy, hogy ax + my =
1,bu +mu = 1. Igy (ab)(zu) = (1 — my)(1 — mv) = 1 — mz alaki, z € Z, ahonnan
(ab)(zu) + mz = 1 és haszndlva az el6z6 Tételt kapjuk, hogy (ab,m) = 1. Forditva, ha
(ab,m) = 1, akkor létezik z,,y, € Z gy, hogy (ab)x; + my, = a(bz,) + my, = 1, s
innen Tétel alapjan (a,m) = 1, hasonléan (b,m) = 1.

v) Mivel a k6z6s osztdja ba-nek és bm-nek, osztdja e két szam Inko-jdnak is:

al(ba,bm) = b(a,m) = b.

vi) A feltételek szerint m = ax = by, ahonnan blax, de (a,b) = 1, igy az v) tulajdonség
alapjan b|x,z = bz, m = abz, s kovetkezik, hogy ab/m. O

T6bb szam legnagyobb k6z6s osztdjat (Inko-jat) ezek utan a kdvetkezSképpen
definidljuk. Ha a,,a,,...a; € Z (nem mind nulla), akkor ezek Inko-ja a § € Z szdm, ha

i) 0 kozos oszté (]ay,blay, ..., 0|ay),

ii) 6-nak minden ké6z0s oszté osztéja (minden cla, cla,, ..., c|a, esetén c|d).

A fenti § létezése kovetkezik a szakasz els6 Tételébdl és abbdl a ténybdl, hogy két
szam kozos osztéinak halmaza egyenld a két szam Inko-ja osztéinak halmazaval. A
nemnegativ Inko-t (ay,a,, ..., a,)-val jelolve példaul k = 4-re:

(ay,a4,a5,a,) = ((ay,a5),a5,a,) = (((ay,05),a3),a,).

Tovabba ha az adott szadmok nem mind nulldk, akkor a § Inko az el6jeltdl eltekintve

egyértelmiien meghatarozott. Az a; = a, = ... = a;, = 0 esetben megdallapodds szerint
(0,0,...,0) =0.
Tétel. Ha ay,a,,...,a, € Z, akkor léteznek az x,x,,...,z, € Z szdmok ugy, hogy

(aq,Gq,...,a;) = a2 + ayTy + ... + ;T
Bizonyitas. Indukciéval bizonyitunk. Ha k& = 2, akkor a tulajdonsig igaz Tétel

szerint. Tegytlik fel, hogy a tulajdonsiag igaz valamely k > 2 szamra, s legyenek
Ay, Ay, .0y, ap o adott egész szdmok. Akkor

(@1, g5 ey g 0y 1) = (a1, 05), 3, s O O yq) = (g, 0x)Y+agTg+ 0T+ ap 1 Ty 4

= (a2 +at)ytazrg+. ...+, +a, 17 = ayzt+agyt+asTe+.tapT a7

= a Ty + ATy + a3T3 + ...t apx, +ap T . O
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Az ay,a,,...,a, € Z szamok relativ primek ha (a,,a,,...,a;,) = 1. Az ay,a,,...
szamok paronként relativ primek ha (ai,aj) = 1 minden 4,5 € {1,2,..},i # j
esetén.

Példak. e Az 5,10,12,14 szamok relativ primek, mert (5,10,12,14) = 1, de nem
paronként relativ primek, mert példaul (5,10) =5 # 1.

Az F, = 22" +1, n > 0 sorozat tagjal paronként relativ primek. Valéban, legyen
n,m € N,n # m, feltehet6, hogy m < n és d € N,d|F, ,d|F, . Akkor

2n72

F—2=2"_1=02""+1)2¥ —1D=022"+12

n

+1)..(22" £ 1) (2% —1)

=F, \F, ,..F (2*" —1)=kF

5. F
alapjan d|2, de d = 2 nem lehet, mert az F szamok mind paratlanok, igy d = 1.

5.2. Egész szamok legkisebb k6zo6s tobbszorose

Az a,b € Z szamok legkisebb k6z6s tobbszorose (lkkt-je) az m € Z szam, ha

i) m ko6zos tobbszoros (a|m, blm),

ii) minden ko6zos t6bbszoros m-nek tobbszordse (minden alt, b|t esetén mlt).

Tétel. Ha a,b € Z, akkor létezik e szamok lkkt-je.

biz Ha a = 0 vagy b = 0, akkor [a,b] = 0. Feltételezziik, hogy a > 0,b > 0. Igazoljuk,
hogy

az a és b szamok lkkt-je. Valoban,

b i a
m = a é m=

(a,b) (a,b)

alapjan a|m,b|m, tehdt m kozos tobbszoros. Ha most alt, b|t, akkor az Inko tulaj-

donsagait hasznalva
tt ta tb t(a,b)

t
(a’ b) N (ab’ ab) ab m
egész szam, ahonnan m|t. O
Az Ikkt az el6jeltdl eltekintve egyértelmiien meghatarozott. Az a,b € 7Z szamok
nemnegativ lkkt-jét [a, b]-vel jeldljiik.
Példak. e a = 4,b = 6 esetén a kozos tobbszororok a +£12,+24, +£36, ..., a legkisebb
k6z6s t0bbszorosok a +12 és [4,6] = 12.
Ha a = 5,0 = 3, akkor a kozos tobbszororok a +£15, £30, £45, ..., a legkisebb ko6zos
t6bbszorosok a +15 és [5, 3] = 15.
A Tétel szerint ab = (a, b)|a, b]. fgy az lkkt kiszamitasa és tulajdonsagainak vizsgédlata
visszavezetheto a Inko kiszamitasara illetve annak tulajdonsagai vizsgalatara.
Hasonl6képpen definidlhaté tobb szdm lkkt-je (Feladat!).
Ha n és m relativ primek, azaz ha (n,m) = 1, akkor [n,m] = nm.
Példa. e Hatarozzuk meg 1819 és 3587 lkkt-jét.
Lattuk, hogy (1819,3587) = 17. Igy,

1819 - 3587
[1819, 3587] = — 1 107 - 3587 = 383809.
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Feladatok

Vv 1. Hatérozzuk meg az az euklidészi algoritmussal az 504 és 372 Inko-jat. Mennyi e
szamok lkkt-je 7

Vv 2. Hatdrozzuk meg az aldbbi legnagyobb k6zos osztdkat, ha a,b € Z és alb:

2) (ba+b),

b) (b,2a — 3b).

Vv 3. Mutassuk meg, hogy minden n € N esetén

a) n? + 3n + 3 és n + 1 relativ primek.

b) (n% 4 3n2 +5n+3,n% +2n+2) = 1.

Vv 4. Hatarozzuk meg azokat az n € N szamokat, melyekre (5" + 1,39) = 1.
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6. Primszamok

6.1. Felbonthatatlan szamok és primszamok

Egy a egész szamot egységnek neveziink, ha a minden egész szamnak osztdja.

Tétel. A 7Z halmazban két egység van, a —1 és az 1.

Bizonyitias. —1|a, 1|a minden a € Z esetén. Masrészt, ha b egység, akkor b|1, és
kapjuk, hogy b csak —1 és 1 lehet. [J

Minden a € Z szdmnak osztéi a —1, —a, 1,a. Ezeket trivialis osztoknak nevezziik.
A nem trividlis osztdk a valédi osztdk. A tovabbiakban azokat a szamokat vizsgaljuk,
melyeknek csak trividlis osztéik vannak. A p € Z\ {—1,0,1} szdmot felbonthatatlan
(irreducibilis) szamnak nevezziik, ha nem létezik valédi osztdja, azaz ha abbdl, hogy
p = ab, ahol a,b € 7Z kovetkezik, hogy a € {—1,1} vagy b € {—1,1}. Ilyen szdmok
példaul a 2, —2,3,—-3,5,—5,.... Az a € Z,a # 0 szamot Osszetett szamnak nevezziik,
ha van a trividlis osztéktol kiilonbozé osztéja. Osszetett szdm példdul a 6,8, —20, 60,
stb.

Ha a|b vagy a|e, akkor a|be, de forditva ez altaldban nem igaz. A ¢ € Z \ {—1,0,1}
szdmot primszamnak nevezziik, ha minden a,b € Z esetén gy, hogy ha g|ab, akkor
ebbdl gla vagy q|b kovetkezik. Létezik-e primszam? A vélaszt a kovetkezd tétel adja
meg.

Tétel. Ha p felbonthatatlan szam, akkor p primszam.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy p € Z\ {—1,0, 1} felbonthatatlan és p|ab, ahol a,b € Z.
Ha pl|a, akkor az allitas bizonyitott.

Ha p fa, akkor megmutatjuk, hogy p|b. El6szor igazoljuk, hogy (p,a) = 1. Valéban,
ha d|p,d|a, akkor mivel p felbonthatatlan, d € {—p,—1,1,p}, de d € {—p,p},d|a el-
lentmondas, igy d € {—1,1}, azaz (p,a) = 1. A plab,p|pb Osszefiiggések miatt igy
p|(ab, pb) = b(a, p) = b kdvetkezik, felhasznalva egy kordbbi Tételt. [

Igaz a forditott allitas is, azaz

Tétel. Ha ¢ primszam, akkor ¢ felbonthatatlan.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ € Z\ {—1,0, 1} primszam és g nem felbonthatatlan,
azaz létezik a,b € Z \ {—1,1} ugy, hogy ¢ = ab. Akkor glab, s mivel ¢ primszam
kovetkezik, hogy g|a vagy q|b, tehat abla vagy ab|b, ahonnan kapjuk, hogy b € {—1,1}
vagy a € {—1,1}, ami ellentmondés. [J

A Z halmazon tehat egy szam akkor és csak akkor felbonthatatlan, ha primszam, a
tovabbiakban tobbnyire a primszam elnevezést hasznaljuk.

Megjegyzés. A felbonthatatlan elem és a primelem fogalma &altalanosabb algebrai
struktirakban, példaul gytirikben is definidlhato és a fenti két fogalom altaldban nem
esik egybe. Pontosabban, ha ¢ prim, akkor abbdl mindig kovetkezik, hogy ¢ felbon-
thatatlan, de forditva nem.

* Tekintsiik a kovetkezé példat. Az A = Z[iv/5] = {z = a+ bi\/5 : a,b € Z} halmaz,
ahol i a képzetes egység, kommutativ, egységelemes, zérusosztomentes gytriit alkot a
komplex szamok Osszeadasara és szorzasara nézve. A z € A szam osztéja u € A-nak, ha
létezik w € A gy, hogy u = zw. Koénnyen lathaté, hogy az egységek (azok az A-beli
elemek, melyek minden A-beli szamnak osztdi) itt isa —1 és a 1. A felbonthatatlan elem
és a primelem fogalma ugyanigy definidlhaté mint Z-ben. Megmutatjuk, hogy 3 € A
felbonthatatlan, de nem prim. Tegyiik fel, hogy 3 = (a+ibv/5)(c+div/5). Mindkét oldal
komplex konjugaltjat véve 3 = (a — ibv/5)(c — div/5), ahonnan 9 = (a2 + 5b2)(c? + 5d?).
Ha a2 + 5b2 = 1, akkor a = +1,b = 0 és a + biv/5 = +1 egység. Ha a2 + 5b2 = 3, akkor
a, b-re nem kapunk egész szdm megoldést, ha pedig a? + 502 = 9, akkor ¢2 + 5d? = 1,
s kovetkezik, hogy ¢ + div/5 = +1 egység. Tovabba, 3|9 = (2 + iv/5)(2 — iV/5b), de



ALGEBRA ES SZAMELMELET 1. (2005) 20

3 J2+4iV5 és 3 2 —iy/5. Valéban, ha példaul 3|2 + iv/5, akkor létezik z,y € Z ugy,
hogy 2 4 iv/5 = 3(z + iy\/5), ahonnan = = 2/3,y = 1/3, ellentmondas. (¥

Tétel. Minden a € Z\ {—1,0, 1} szamnak létezik felbonthatatlan osztdja.

Bizonyitas. Ha a felbonthatatlan, akkor a|a miatt az &llitds bizonyitott. Ha a
Osszetett szam, akkor 1étezik valédi osztdja, s legyen b legkisebb abszolut értékii valodi
oszté (bla, |b| < |a]). Ekkor b felbonthatatlan. Valéban, ellenkez6 esetben b-nek van ¢
valédi osztéja (cl|b, |c| < |b]) és cla, |c| < |b] ellentmondés. [

6.2. A primszamok tulajdonsagai

Tétel. Végtelen sok primszam van.

Elso bizonyitas. Megmutatjuk, hogy minden n € N szamnél van nagyobb primszam.
Feltehetjiik, hogy n > 3. Legyen N = n! —1 > 1, igy N-nek van legalabb egy p
primosztéja az el6z6 Tétel szerint. Itt p > n, mert ha p < n lenne, akkor p|n!, ami
ellentmondas. [

Maisodik bizonyitas. (Euklidész) Tegyiik fel, hogy allitdsunk nem igaz, tehat véges
sok primszam létezik és legyenek ezek: p,,p,,...,p,. Tekintsik az A = p,p,...p, + 1
szamot, amelynek az el6z6 Tétel szerint van egy g primosztéja. A feltevés szerint ¢ = p,
valamely i-re, hiszen csak a p;,p,,...,p, primek léteznek és kovetkezik, hogy p,|1, ami
ellentmondas. [

% Harmadik bizonyitas. Tekintsiik az I, = 22" 41, n > 0 szdmsorozatot. Minden
F szdmnak létezik egy g, primosztéja. Lattuk (5.1. szakasz), hogy az F, = 22" +1
sorozat tagjai paronként relativ primek. Igy a q,, primszamok péaronként kiilonbozdk,
tehdt q,, q,, ... primszdmok végtelen sorozata. [l¥

Tétel. Ha n € N oOsszetett szam, akkor van /n-nél kisebb vagy ezzel egyenld
primosztéja.

Bizonyitas. Az n szdmnak léteznek pozitiv primosztéi (Tétel) és legyen p a legkisebb
ezek kozil. fgy n =pn, és p < n,. Kapjuk, hogy p?> < pn, = n, ahonnan p < y/n. O

fgy egy adott n szamrdél gy donthetd el, hogy primszam vagy sem, hogy megnézziik
oszthaté-e egy p < /n primszdmmal. Ha igen, akkor n Osszetett, ha nem, akkor n
biztosan primszam. Példdul n = 401 esetén /n < 21, s mivel 401 nem oszthaté a 21-nél
kisebb primekkel, kovetkezik, hogy 401 primszam.

A kovetkezo eljaras, az igynevezett eratosztenészi szita, arra szolgal, hogy megha-
tarozzuk a primeket egy adott N szamig. A 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,..., N sorozat els6
tagja, a 2 prim és hizzuk ki (szitéljuk ki) a 2 tobbi tobbszorosét, amelyek nem primek.
Az els6 megmaradt szam, a 3 prim és kiszitaljuk a 6,9,12, ... szamokat, amelyek nem
primek (vannak olyan szamok, példaul a 6, amelyek mar az els6 szitdlasnal kiestek).
Az elsé megmaradt szam, az 5 ismét prim és kiszitaljuk az 5 tobbszoroseit: a 10,15, ...
szdmokat, stb. Az elézé Tétel szerint a szitdldst elegendé a p < /N primekkel végezni
és a megmaradt szamok lesznek a keresett primek:

2737 /4757 ﬁ777/87 /9’ 107117 127137 147 157 167177"’5]\7

Vv Feladat Dontsiik el, hogy primszam-e 847 és 1037.

A 2 az egyediili paros primszam, a tobbi prim 4k —1 alakad (3,7,11,19,...) vagy 4k +1
alakui (5,13,17,29, ...).

Tétel. Végtelen sok 4k — 1 alakit prim létezik és végtelen sok 4k + 1 alakd prim
létezik.

Bizonyitas. Az euklidészi bizonyitashoz hasonléan tegyiik fel, hogy véges sok 4k — 1
alakd prim létezik: p,,p,,...,p,. Legyen B = 4p,p,...p, — 1. Azonnali, hogy 2 /B és
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p, AB,ps /B, ...,p, fB. Kovetkezik, hogy B-nek minden primosztéja 4k + 1 alaki, de
akkor B maga is 4k + 1 alaku és ez ellentmondas.

A miésodik allitas hasonloképpen igazolhatd, de tovabbi elGismeretek sziikségesek
hozza. [

Megjegyzés. Igazolhaté az is, hogy végtelen sok 6k — 1 alaku és végtelen sok 6k + 1
alakt primszam létezik. Mindezeknél altalanosabb a kovetkezo nevezetes tétel:

Ha a,b € N, (a,b) = 1, akkor az a + b, 2a + b,3a + b, ... szdmtani sorozat tagjai kozott
végtelen sok primszdm van (Dirichlet).

A kovetkezo tétel arra mutat ra, hogy az egymasutani primszamok kozotti kiillonbség
tetszlOlegesen nagy lehet.

Tétel. Minden n € N* szdmhoz megadhat6é n egyméasutani osszetett szam.

Bizonyitas. Legyen a, = (n + 1)+ &k + 1, ahol k € {1,2,...,n}. Ezek egymdsuténi
szamok és mindegyik Osszetett, hiszen k + 1|a,, és a;, > k + 1 minden k£ € {1,2,...,n}
esetén. [J

Megjegyzés. Ez a tétel nem jelenti azt, hogy nagy szdmokat vizsgdlva a primek
egyre ritkabban fordulnak eld. Léteznek olyan primszamok, melyek kiilonbsége 2. Ilyen
primek, ugynevezett ikerprimek, példdul a kovetkezok: (3,5),(5,7),(11,13),(17,19),
.... A primszamelmélet egy nevezetes, mindmaig megoldatlan kérdése az, hogy 1étezik-e
végtelen sok ikerprimszampar.

Vv Feladat. Ha k € N* és 2k + 1 primszam, akkor létezik n € N tigy, hogy k = 2.

Megoldds. Ha k = 2"m, ahol m pdratlan, akkor 2k + 1 = (22")™ + 1 oszthaté
22" + 1-gyel (14sd 4.1. szakasz, Tétel) és igy kovetkezik, hogy 22" +1 = 2k + 1, ahonnan
m = 1.

Az F, =22" +1,n € N szdmokat (ldsd 5.1. és 6.2. szakaszok) Fermat-szamoknak,
az ilyen alaku primeket pedig Fermat-primeknek nevezziik. Fermat azt sejtette, hogy
az I szamok mind primek. Nos, F, = 3, F| =5, F, = 17, F; = 257, F; = 65537 primek,
F viszont nem prim, oszthaté 641-gyel (ezt elészér Euler igazolta). Kovetkezik az is,
hogy az el6z6 Feladat allitasanak a megforditasa nem igaz. Nem tudjuk, hogy léteznek-e
tovabbi Fermat-primek.

V¥ Feladat. Ha n € N és 2" — 1 primszam, akkor n primszam.

Megoldds. Ha n nem prim, akkor n felithaté n = ab alakban, ahol a,b > 1. Igy
27 — 1 = (29)b — 1 oszthaté (2% — 1)-gyel, lasd 4.1. szakasz, és 20 — 1 # 1,2=1 £ 1 a
feltétel miatt, ami ellentmondas.

Az M ,=2r—1 alaku szamokat, ahol p prim, Mersenne-szamoknaknek nevezziik.
Az M,=2r—-1 alakt primszamokat, ahol p prim, Mersenne-primeknek nevezziik. Itt
M, =3, M, =17, My =31, stb. M;; =21 —1=23-89 nem prim, tehat a Feladatbeli
forditott allitds nem igaz. Jelenleg (2005. szeptember) 42 Mersenne-prim ismert. Nem
tudjuk, hogy altalaban mely M szdmok a primek és nem tudjuk, hogy van-e végtelen
sok Mersenne-féle primszam.

Feladatok

Vv 1. Lehet-e 8" + 1 primszam, ahol n >0 ?

Megoldas. Nem! Ugyanis 8" +1 = (27)3 4+ 1 oszthatd 2" + 1-gyel, igy 8" + 1 minden
n-re Osszetett szam.

Vv 2. Egy tizes alapui szamrendszerben felirt primszam minden szdmjegye 1. Igazoljuk,
hogy a szdmjegyek szama primszam. Igaz-e a forditott allitds?

Megoldés. Ha az l-esek szdma k, akkor n = 11...11(;5) = 10=1 + 1052 4 ... +

102+10+1 = 101 Feltételezve, hogy k Osszetett, k = ab alaki, ahol @ > 1,b > 1 és

L.
— <10a9>“1 = 10521 ((109)0=1 4 (10%)P=2 + .. + 10 + 1). Itt =L egész szdm és 1-nél

n
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nagyobb, mert a > 1. Ugyanakkor (102)b=1 + (10%)0=2 4 ... + 10 + 1 is egész szam és
1-nél nagyobb, mert b > 1. fgy n Osszetett szam, ami ellentmond annak, hogy n prim.

Forditva nem igaz,mert példaul k£ = 3 prim, de 111 nem prim, hiszen oszthaté 3-mal.

v 3. Ha p prim, akkor lehet-e p2 + 2 is prim?

Megoldas. Ha p > 5, akkor p vagy 6k + 1 alaka vagy 6k — 1 alak, ahol k > 1. fgy
p?+2=(6k=+1)2+2=236k>+12k + 1+ 2 = 3(12k% + 4k + 1) oszthat6 3-mal 3-nél
nagyobb, tehdt p? + 2 nem prim.

p=2T1ep?+2=4+2=6nem prim, p = 3-ra p? +2 =9 + 2 = 11 primszam.

Vv 4. Igazoljuk, hogy végtelen sok 6k — 1 alakt primszam van.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy véges sok 6k —1 alaku prim létezik: p,,p,, ..., p,.. Legyen
N = 6p,ps...p, — 1. Azonnali, hogy 2 AN és p; /N,p, /N,....p, /N. Kovetkezik,
hogy N-nek minden primosztéja 6k + 1 alakd, de akkor N maga is 6k + 1 alaku, s ez
ellentmondés.

v 5. Ha p,q > 5 ikerprimek, akkor 12|p + g.

Megoldas. 6-tal osztva minden p > 3 primszam 6k + 1 vagy 6k +5 alakua (6k, 6k + 2,
6k + 3 vagy 6k + 4 nem lehet, mert ezek biztos Osszetettek). A 6k + 5 alakd szamok
helyett tekinthetjiikk a 6k — 1 alakdakat.

Ha p,q > 5 ikerprimek, akkor igy p = 6k — 1 és ¢ = 6k + 1 alaku, ugyanazzal a k-val.
Innen azonnali, hogy p + g = 12k oszthatd 12-vel.

Vv 6. Lehetnek-e 2% — 1 és 2™ + 1 ikerprimek, ahol n > 17

Megoldas. Ha 2" — 1 prim, akkor n prim, ha pedig 2 + 1 prim, akkor n = 2* alakd,
lasd korabbi Feladatok. Tehat ikerprimeket csak n = 2-re kapunk és ezek a 3, 5.

Masképp: Ha n = 1, akkor 1,3 nem ikerprimek, n = 2-re 3,5 ikerprimek. Ha n > 3,
akkor p =2" —1,q = 2" +1 > 7 és Osszgik p + g = 2"t nem oszthaté 12-vel. Ezért az
eloz6 Feladat alapjan nem lehetnek ikerprimek.

Vv 7. Lehet-e a p,p + 2, p + 4 szamok mindegyike primszam?

Megoldas. Ha p = 3k + 1 alaku, k£ > 1, akkor p + 2 = 3k + 3 nagyobb mint 3 és
oszthatoé 3-mal, tehat nem prim.

Ha p = 3k — 1 alaku, k > 1, akkor p + 4 = 3k 4+ 3 nagyobb mint 3 és oszthaté 3-mal,
tehat nem prim.

Marad a p = 3, amelyre 3,5,7 mind primek, ezek az egyediili ”harmasikrek”.
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7. A szamelmélet alaptétele

Tétel. (A szdmelmélet alaptétele) Minden a € Z\ {—1,0,1} szdm felirhat6 véges sok
felbonthatatlan szam (primszam) szorzataként és ez a felirds lényegében (a sorrendtél
és az egységtényezOktol eltekintve) egyértelmii.

Bizonyitas. 1. Felbonthatésag. Feltehetjiik, hogy a > 1 és hogy a felbontasban
szereplo tényezok is pozitivak. Ha a felbonthatatlan, akkor a = a egytényezos szorzat.
Ha a nem felbonthatatlan, akkor a 6.1. szakasz utols6 Tétele szerint a-nak van p,
felbonthatatlan valédi osztéja és a = p,a, alakba frhaté. Ha most a, felbonthatatlan,
akkor készen vagyunk, ha nem, akkor az elébbi tétel szerint a,-nek van p, felbonthatatlan
valédi osztdja és a, = pya,, azaz a = p;p,a,. Hasonléan folytatjuk az eljardst a,-
vel. Véges sok 1épésen beliil egy a, = p, felbonthatatlan szdmot kapunk, hiszen a >
a, > ay > ... pozitiv szdmokbdl allo szigorian csokkend sorozat és az a = p,p,...p,
felbontashoz jutunk.

II. Egyértelmiiség. Tegyiik fel, hogy a > 1 két kiilonb6zé moédon is felbonthaté:

a = piPy...P, €8  a=qq,...q,,

ahol p; és g; pozitiv felbonthatatlan szdmok (primszdmok), i € {1,2,...k}, j €
{1,2,...,£}. Innen
P1Do--Dy = G195---Gp-

Ha p, = ¢; valamely i, j-kre, akkor egyszertsithetiink velik és feltehetjik, hogy
egyszerlsités utan

P1Py---D, = q1(Q5---q,),

ahol p, # q; minden 4, j-re és r,s > 2 (ha r = 1, akkor p; = ¢,q,...q, felbonthatatlan,
ezért s = 1 kell legyen és p; = ¢, ellentmondés). Kapjuk, hogy p,|q;(¢,-..q,), ahonnan
felhasznalva, hogy p, primtulajdonsigi p,|q; vagy p,|q,...q, kovetkezik. Az els6 eset-
ben p; = ¢; adddik, ami ellentmondds, masodik esetben pedig p, |q, vagy p,|qs...q, és
ugyanigy folytatva p,|q,, azaz p, = ¢, ami ellentmondas. [

* Megjegyzés. Ez a tétel trividlisnak tiinik, de nem mindig igaz altaldnosabb
struktirdkban. Példaul, a (Z[iv/5],+,-) gyfirtiben, ldsd 6.1. szakasz, 6 = 2 -3 =
(1 +4v5)(1 — iv/5) kétféleképpen is felbonthaté, vagy a péros egész szamok (27, +,.)
gylrijében 2,6, 10, 30 felbonthatatlan szamok, a 60 Osszetett és kétféleképpen is felbon-
thaté: 60 =2-30=6-10. Oy

Egy n € N,;n > 1 szdm primtényezds felbontasaban ugyanaz a primszam tobbszor is
szerepelhet, igy n a kovetkezod alakban irhato:

(*) n = py'ps*..pe",

ahol p,,py, ..., p, kilonboz6 primszamok és a,,a,, ...,a, > 1 egészek, amelyet n kano-
nikus alakjidnak neveziink.

Az n szam kanonikus alakjat ugy kapjuk meg, hogy megnézziik oszthaté-e n a 2, 3,5,
7,11, ... primek valamelyikével. Ha igen, akkor elvégezziik az osztast, majd a hanyadost
tovabb osztjuk a 2,3,5,7,11, ... primekkel, addig amig hanyadosul primszamot nem ka-
punk.

Példa. e frjuk fel 72,1800 és 19649 kanonikus alakjat:

72 =23.32,1800 = 23 - 32 - 52,

19649 nem oszthaté a 2, 3,5 primekkel, oszthatd viszont 7-tel: 19649 = 7 - 2807. Az
eredeti szdm nem volt oszthaté 2,3, 5-tel, igy 2807 sem oszthaté ezekkel, de 7|2807:
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2807 = 7 - 401 és 19649 = 72 - 401. Most nézziik a 401-et, ez nem oszthaté 2, 3,5, 7-
tel és nem oszthatd a soron kovetkezo 11,13,17,19 primekkel sem. Tovabb nem is kell
folytatnunk, kovetkezik, hogy 401 primszém, mert v/401 < 21, ldsd kordbbi Tételt és
19649 kanonikus alakja 19649 = 72 - 401.

Tétel. Legyen az n > 1 egész szdm kanonikus alakja a fenti (*) és d € N. A d akkor
és csak akkor osztéja n-nek, ha d kanonikus alakja

d = porph..pbr,

ahol b, € N,0 <b, <a,,i€{1,2,...,r}. Tovibba n pozitiv osztéinak szama
7(n) = (a; +1)(ay +1)...(a, + 1).

Bizonyitas. Ha d|n, akkor n = dg, igy d kanonikus alakjaban csak a p, primek
szerepelhetnek és legfeljebb a -hatvanyon, i € {1,2,...,r}, tehdt d kanonikus alakja a
megadott.

Forditva, ha d kanonikus alakja a fenti, akkor a

al—bl (Lg—bQ —br

q=py "ty T

jeloléssel n = dg, s mivel b, < a,, kapjuk, hogy a, —b, > 0, tehat ¢ egész szdm, azaz d|n.

Ahhoz, hogy n 0sszes pozitiv osztéit megkapjuk a b, kitevéket egymadstdl fliggetleniil,
(a; + 1)-féleképpen valaszthatjuk meg, igy 7(n) e szdmok szorzata. []

Néha elonyos, ha megengedjiik, hogy egy szam kanonikus alakjaban bizonyos kitevok
nullaval is egyenloek lehessenek. Két szam Inko-janak és lkkt-jének kiszamitasara
vonatkozik az alabbi tétel, melynek bizonyitasa azonnali az el6z6 Tétel és az definicidk
alapjan.

Tétel. Ha az n,m € N,n,m > 1 szamok kanonikus alakja

ai,.a a b1..b b
n = p11p22...p7,*, m = p11p22...pr’“,

ahol a,,b, > 0,7 € {1,2,...,7} akkor n és m Inko-janak és lkkt-jének kanonikus alakja

(n’ m) _ p;nin((u,bl)p;nin(amlm)‘”p;nin(ar,br)’
[n,m] = p;nax(ahbﬂp;lax(az,bz).prlax(ar,br)‘ ]

Példa. e Hatarozzuk meg a kovetkezo szamok Inko-jat és lkkt-jét:

i) 72 és 54,

i) 1819 és 3587.

iii) 12, 42, 360.

Megoldas. i) 72 = 23 - 32, 54 = 2 - 33, ahonnan (72,54) = 2-32 = 18 és [72,54] =
23 .33 =8.27 = 216.

i) (lasd még 5. fejezet) 1819 = 17 - 107, 3587 = 17 - 211, ahonnan (1819, 3587) = 17
és [1819,3587] = 17 - 107 - 211 = 3838009.

i) 12 =22.3, 42=2.3.7, 360 = 23-32.56és (12,42,360) = 2-3 = 6, [12, 42, 360] =
23.32.5-7=2520.

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy (n,m)[n,m| = nm (ezt lattuk mar kordbban is)
és ha n és m relativ primek, azaz ha (n,m) = 1, akkor [n,m] = nm. O
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Feladatok

v 1. Irjuk fel 72 és 25 -34. 73 . 1111 pozitiv osztéit és hatdrozzuk meg ezek szdmét.

Vv 2. Hatarozzuk meg azt a legkisebb n szdmot és az Osszes olyan n szdmot, amelyre
T(n) =09.

v 3. Hatdrozzuk meg n-et gy, hogy 7(n) pédratlan szam legyen.

V 4. Igazoljuk, hogy minden n > 2 esetén

a) Ha d befutja n pozitiv osztéit, akkor n/d is befutja ezeket (forditott sorrendben).

T(n)

b) Hd|n d= n-oz,
c) 7(n) < 2y/n.

v 5. Han,m € N, (n,m) =1 és dlnm, akkor d = n’m’ alakba irhaté, ahol n’|n, m/|m
és d-nek ez az eloallitasa egyértelmii.
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8. Kongruenciak

8.1. Kongruenciak értelmezése és alaptulajdonsagai

Azt mondjuk, hogy az a és b egész szamok kongruensek az m € 7Z szamra nézve,
vagy a kongruens b-vel modulo m, ha m|a—b, jelélés: a = b (mod m). Ellenkez6 esetben
azt mondjuk, hogy a és b inkongruensek (nem kongruensek) modulo m, jelélés: a # b
(mod m). Az m szamot a kongruencia modulusanak nevezziik.

Példdk ¢ 9 =2 (mod 7), —11 =4 (mod 5), 8 Z 3 (mod 4).

Az a =0 (mod m) akkor teljesiil ha m|a. Ha m = 0, akkor a = b (mod 0) azt jelenti,
hogy a = b, mig a = b (mod m) akkor és csak akkor igaz ha a = b (mod —m), igy a
kongruencidk vizsgédlatakor elegendé pozitiv modulusokat tekinteni.

Ezt a jelolést, amely leegyszeriisiti sok oszthatdsigi probléma targyalasat, Gauss
vezette be. Nézziik a kongruencidk alaptulajdonsagait:

Tétel. Legyenek a,b,m € Z,m > 1. Az a = b (mod m) akkor és csak akkor teljesiil
ha a és b m-mel osztva ugyanazt a maradékot adja.

Bizonyitas. Legyen a = mqg+7r,b=mq +1r',ahol 0 <r <m,0<r" <m. Haa=b
(mod m), akkor mla —b=m(q—¢')+ (r—7r') ésigy m|r —r’. De 0 < |r —r/| < m,s
kovetkezik, hogy r = r’.

Ha r = r/, akkor azonnali, hogy m|a — b, azaz a = b (mod m). O

Tétel. A kongruencia (mod m) ekvivalenciarelacid, azaz reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv.

Bizonyitas. Azonnal kovetkezik a definiciébdl, példaul a tranzitivitdas: ha a = b
(mod m) és b = ¢ (mod m), akkor m|a —b és m|b— ¢, ahonnan m|(a—b)+ (b—c) = a—c,
tehat a = ¢ (mod m). O

Ha a € Z, akkor az a-val kongruens (mod m) egész szamok halmazit az a &ltal
reprezentélt (mod m) maradékosztalynak nevezziik, jelolés a, igy

a={beZ:b=a(modm)} ={...,a —2m,a —m,a,a+m,a+ 2m,...}.

A (mod m) maradékosztalyok a kovetkezok:

0:= {-e;=2m, —m,0,m,2m, ...},

T:={.,—2m+1,-m+1,1,m~+12m+1,..},

2:={..,—2m+2,—-m+2,2,m+22m+2,..},
m—1:= woy,—m —1,—1,m—1,2m —1,...}.

Ezek a = (mod m) ekvivalenciareldcidhoz tartozé ekvivalenciaosztalyok. A (mod m)
maradékosztalyok halmaza:

—

z, =1{0,1,2,...,m—1}.

Feladat ¥ Adjuk meg a (mod m) maradékosztalyokat, ha 1 < m < 6.

Tétel. (Miveleti tulajdonsiagok) Legyenek a,b,c,d € Z és m,m, my, k € N*.

i) Ha a = b (mod m) és ¢ = d (mod m), akkor a+c¢ = b+d (mod m) és ac = bd (mod
m), tehdt azonos modulusu kongruencidkat 6ssze lehet adni és Gssze lehet szorozni;

ii) Ha a = b (mod m), akkor a + ¢ = b+ ¢ (mod m) és ac = be (mod m), tehat egy
kongruencia mindkét oldaldhoz hozza lehet adni ugyanazt a szamot és a kongruencia
mindkét oldalat szorozni lehet ugyanazzal a szdmmal;
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iii) Ha a = b (mod m), akkor a¥ = b* (mod m), kongruencidt lehet hatvanyozni;

iv) Ha ac = bc (mod m), akkor a = b (mod %), ahol ¢ # 0 és d = (¢, m);

v) Ha ac = be (mod m) és (¢,m) = 1, akkor a = b (mod m), kongruencidt lehet
egyszerlsiteni egy, a modulussal relativ prim szammal és a modulus nem véltozik;

vi) Ha a = b (mod m,) és a = b (mod m,), akkor a = b (mod [m,, m,]).

vii) Ha a = b (mod m,), a = b (mod m,) és m,, m, relativ primek, akkor a = b (mod
mymsy).

Bizonyitas. i) A feltétel szerint m|a — b és m|c — d, ahonnan m|(a — b) + (¢ — d) =
(a+c)—(b+d), tehdt a+c = b+ d (mod m), valamint m|c(a — b) + b(c — d) = ac — bd,
azaz ac = bd (mod m).

ii) Specialis esete i)-nek, ahol d = c.

iii) Az 1) ismételt alkalmazasaval (¢ = a,d = b), ha a = b (mod m), akkor a? = b? (mod
m),...,ak = bk (mod m). Abbdl is kovetkezik, hogy minden k € N szdmra a — bla® — b*,
lasd Tétel.

iv) A feltétel szerint m|ac — bc = (a — b)c, igy 7 |(a — ). Itt (7, 5) = 1 és kapjuk,
hogy Zr|la — b, azaz a = b (mod 2 ), ldsd Tétel.

v) Az el6z6 pont specidlis esete, ha d = (¢, m) = 1.

vi) Ha a = b (mod m,) és a = b (mod m,), akkor m,|a — b és m,|a — b, tehdt a — b
k6z0s t0bbszordse az m, és m, szamoknak, s igy a — b t6bbszorose az [m,, m,| lkkt-nek
(az lkkt definicidja szerint).

vii) Specidlis esete vi)-nak: ha (m;,m,) = 1, akkor [m;, m,] = m;m,. O

Figyeljiik meg a hasonlésdgot a kongruencidk és az egyenléség (=) miiveleti tulaj-
donsédgai kozott. Felhivjuk a figyelmet a iv) és v) tulajdonsagokra: példaul a 12 = 18
(mod 6) kongruenciat 3-mal “egyszeriisitve”, 4 = 6 (mod 6)-ot kapunk, ami nem igaz,
csak 4 = 6 (mod 2) kovetkezik.

Példak. e 1. A fenti tulajdonsagok illusztraldsaként igazoljuk, hogy 641|F; = 22° 1.

Valéban, 641 = 640 +1 = 5-27 + 1, igy 527 = —1 (mod 641), s ezt negyedik
hatvédnyra emelve: 54228 =1 (mod 641). Mésrészt, 641 = 625+ 16 = 5% + 24, ahonnan
24 = —5% (mod 641). Osszeszorozva ez utébbi két kongruenciat 54 - 232 = —54 (mod
641), s osztva 5%-nel, ahol (54,641) = 1, kapjuk, hogy 232 +1 = 22" +1 =0 (mod 641),
lasd Fermat-szamok a 6.2. szakaszban.

e 2. Ha f egy egész egyiitthatds polinom és z = y (mod m), akkor f(x) = f(y) (mod
m).
Valéban, legyen f = ayX™ +a; X" 1+ ... +a, X +a,. Mivel z =y (mod m),
kapjuk, hogy =¥ = y* (mod m) minden k € {0,1,2,...,n}-re és osszegezve f(x) = f(y)
(modm).

e 3. Vezessiik le a 11-re vonatkozo kovetkezo oszthatdsigi szabdlyt. Egy tizes
szamrendszerbeli szam akkor oszthaté 11-gyel ha a paratlan helyein all6 szamjegyek
0sszegébdl kivonva a paros helyeken allé szamjegyek Osszegét 11-gyel oszthatd szamot
kapunk. Legyen

n= aoal...akilak(w) = ao.lOk + al.l()k_l +...+a;_;.10+a,

egy adott szdm. Mivel 10 = —1 (mod 11), kapjuk, hogy 10* = (—1)? (mod 11), s innen

k k
n=> a,_;10'=) (~1)'q,( mod 11).
1=0

1=0
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8.2. Teljes maradékrendszerek és redukalt maradékrendszerek

Az egész szamok egy T rendszere teljes maradékrendszer (mod m), ha minden
x € 7 esetén létezik egy és csak egy T-beli a szdm 1gy, hogy = a (mod m). Kovetkezik,
hogy ha T teljes maradékrendszer (mod m), akkor T' tartalmaz egy és csak egy elemet
minden maradékosztalybél (mod m). Igy

Tétel. Az egész szamok egy T rendszere akkor és csak akkor teljes maradékrendszer
(mod m), ha T elemeinek a szdma m és ezek paronként inkongruensek (mod m). O

Teljes maradékrendszer (mod m) példaul a 0,1,2,...,m — 1, ennek neve legkisebb
nemnegativ teljes maradékrendszer (mod m) és a kovetkezd, legkisebb ab-
szoliatértékii teljes maradékrendszer (mod m), amely —mT_l, vy —2,—1,0,1,2, ...,
mTfl, ha m pératlan és — (% —1),...,—2,-1,0,1,2,..., % — 1, %, ha m péros.

Gyakran hasznéljuk a kovetkez6 tulajdonsagot:

Tétel. Ha ry,r,, ..., egy teljes maradékrendszer (mod m) és a,b € Z, (a,m) = 1,
akkor ar; +b,ary, +0b,...,ar, + b is teljes maradékrendszer (mod m).

Bizonyitas. Azt kell igazolnunk, hogy az ar; + b szdmok pdronként inkongruensek
(mod m). Valéban, ha ar; +b = ar; +b (mod m), akkor a(r; —r;) = 0 (mod m), de
(a,m) =1, igy r; —r; =0 (mod m), azaz r; = r,; (mod m), ahonnan r; = r,. [J

Tétel. Ha a,b € Z,(a,m) = 1, akkor minden teljes maradékrendszernek (mod m)
létezik egy és csak egy x eleme gy, hogy ax = b (mod m).

Bizonyitas. Ha r,r,,...,r, teljes maradékrendszer (mod m), akkor az eléz6 Tétel
szerint ar; —b,ary, —b,...,ar, — b is teljes maradékrendszer (mod m), tehat létezik egy
és csak egy « = r, elem gy, hogy ar, — b =0 (mod m), amit bizonyitanunk kellett. []

Tétel. Ha a = b (mod m), akkor (a,m) = (b, m).

Bizonyitas. Feltétel szerint mla — b, azaz a — b = km, ahol k € Z. fgy, mivel
(a,m)|a és (a, m)|m, kdvetkezik, hogy (a, m)|b, tehat (a, m) kozds osztbja b-nek és m-nek,
ahonnan (a,m)|(b,m), ldsd a Inko mésodik definiciéjat (5.1. szakasz). Hasonléképpen
kapjuk, hogy (b, m)|(a,m), s igy (a,m) = (b,m). O

Az @ (mod m) maradékosztily neve redukdlt maradékosztaly (mod m), ha
(a,m) = 1. Az eléz6 Tétel szerint ez az definicié nem fiigg a reprezentans megvalaszta-
satol.

A (mod m) redukélt maradékosztilyok szamat ¢(m)-mel jeldljik, ez az Euler-
fuggvény.

Példa. e m = 12 esetén a (mod 12) redukalt maradékosztélyok: 1,5, /7\,ﬁ és ezek
szama ¢(12) = 4.

¢(m) azoknak a szdmoknak a szdma (mod m), amelyek m-hez relativ primek. A
legkisebb nemnegativ teljes maradékrendszert tekintve igy ¢(m) azoknak az x szamok-
nak a szdma, amelyekre 0 <z <m —1és (z,m) = 1.

Feladat. ¥ Mennyi ¢(6),¢(7),»(24) 7

Igazolhatd, hogy ha n kanonikus alakja n = p{'ps>...p%", akkor

w=n(i- ) (-2)--2)

Az egész szamok egy R rendszere redukalt maradékrendszer (mod m), ha minden
x € Z,(x,m) = 1 szam esetén létezik egy és csak egy R-beli a szdm gy, hogy = = a (mod
m). Koévetkezik, hogy R akkor redukalt maradékrendszer (mod m) ha R minden redukalt
maradékosztalybd6l (mod m) tartalmaz egy és csak egy elemet. Ez a kovetkezéképpen is
megfogalmazhato:
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Tétel. Az egész szamok egy R rendszere akkor és csak akkor redukalt maradékrend-
szer (mod m), ha

i) R elemeinek a szdma ¢(m),

ii) R elemei paronként inkongruensek (mod m),

iii) R minden eleme relativ prim m-hez. [J

Tétel. Ha 7,7y, ...,y ,, redukdlt maradékrendszer (mod m) és a € Z, (a,m) = 1,
akkor ary,ar,, ...,ar ., is redukélt maradékrendszer (mod m).

Bizonyitas. Alkalmazzuk az el6z6 Tételt. Az ar; elemek szdma ¢(m) és ezek
paronként inkongruensek (mod m). Valéban, ha ar, = ar, (mod m), akkor a-val osztva,

ahol (a,m) = 1, kapjuk, hogy r; = r; (mod m), ahonnanj r; = r;. Tovadbbd minden ar,
elem relativ prim m-mel, hiszen (r,,m) =1 és (a,m) = 1 alapjan (ar;,m) =1. O
Feladatok
v 1. Igazoljuk, hogy ha m pératlan, akkor 2,4, 6, ..., 2m teljes maradékrendszer (mod
m).
Vv 2. Igazoljuk, hogy ha m > 2, akkor 12,22, 32,...,m? nem teljes maradékrendszer
(mod m).

8.3. Az Euler, Fermat és Wilson tételek
Tétel. (Euler kongruencia tétele) Ha a € Z és (a, m) = 1, akkor

a®™) =1 (mod m) .

Bizonyitas. Legyen r{,ry, ..., s(m) €8Y redukalt maradékrendszer (mod m). Tétel
szerint akkor ar,,ar,,...,ar $(m) is redukalt maradékrendszer (mod m) és igy minden
ar;-hez 1étezik egy és csak egy r; 1gy, hogy ar; = r; (mod m), tovabba kiilonb6zd ar,;-
khez kiilonb6z6 elemek tartoznak az eredeti redukalt maradékrendszerbol. Kapjuk, hogy
ary = sy (mod m), ary = s, (mod m), ary,, = sy, (mod m), ahol s;,s,,...,5,.,,)

AZ T, Ty, oo T (1) €8Y permutaciéja. Osszeszorozva ezeket a kongruenciakat:
a® ™y, =r,ry...T 5 (modm)
172 Tpm) = T1T2:Tgp(m) )

majd egyszertisitve r,7,...7,,\-hez, amely m-mel relativ prim, kapjuk, hogy a%(m) =1
(mod m). O

Tétel. (Fermat kongruencia tétele vagy kis Fermat tétel)

a) Ha p primszam, a € Z és p fa, akkor a?~! =1 (mod p).

b) Ha p primszam és a € Z, akkor a? = a (mod p).

Bizonyitas. a) Azonnal kévetkezik az Euler tételéb6l, ahol m = p és ¢(p) =p — 1.

b) Ha p Ja, azaz ha (a,p) = 1, akkor az a) pont szerint a?~! = 1 (mod p) és a-val
szorozva aP? = a (mod p). Ha pl|a, akkor p|a?, igy p|aP — a, tehat a kongruencia ebben
az esetben is igaz. [

Példa. e Ha n € Z nem oszthaté 11-gyel, akkor n® — 1 vagy n® + 1 oszthat6 11-
gyel. Valéban, a Fermat-tétel szerint (a = n,p = 11): n'® = 1 (mod 11), ahonnan
11|nt% —1 = (n® — 1)(n® + 1) és mivel 11 prim, kapjuk, hogy 11|n®> — 1 vagy 11|n® + 1.

A Fermat-tétel forditottja nem igaz. Ha a™ = a (mod n) valamely a € Z szamra,
akkor nem kovetkezik, hogy n primszam.

Példa e Ha a = 2 és n = 341 = 11 - 31, akkor 234! = 2 (mod 341). Valdéban,
210 =1024 = 1 (mod 11), kozvetlen szamitdssal vagy a Fermat tétel alapjan, ahonnan
2340 =1 (mod 11). Tovébbd, 210 = 1024 = 1 (mod 31), 2340 = 1 (mod 31) és kapjuk,
hogy 2340 =1 (mod 11 - 31), tehat 234! = 2 (mod 341).
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Tétel. (Wilson-tétel) Ha p primszam, akkor (p — 1)! = —1 (mod p).

Bizonyitas. Ellenorizhet6, hogy a tétel igaz p = 2 és p = 3 esetén. Legyen p > 3 és
H =1{2,3,4,...,p — 2}. Megmutatjuk, hogy minden a € H-ra létezik egy és csak egy
a’ € H ugy, hogy o’ # a és aa’ =1 (mod p). Valéban, tekintsiik az T'= {0,1,2,...,p—1}
legkisebb nemnegativ (mod p) teljes maradékrendszert. A 8.2. szakasz harmadik Tétele
szerint 1étezik egy és csak egy x € T tgy, hogy axr = 1 (mod p). Itt © # 0,z # 1,z #
p — 1,2 # a. Ha példdul x = a lenne, akkor a? = 1(mod p), ahonnan p|(a — 1)(a + 1), s
mivel p prim kapjuk, hogy pla — 1 vagy pla + 1, ami ellentmondést jelent.

Ugyanakkor igy kiilonb6zo6 a értékekhez kiilonbozo a’ értékek tartoznak és a H halmaz
elemei parba éllithatok gy, hogy minden parban az elemek szorzata 1-gyel kongruens

(mod p). Osszeszorozva ezeket a kongruencidkat: (p—2)! =1 (mod p) és innen (p—1)! =
p—1Dp—-2)!=p—1=-1 (mod p). O
Megjegyzés. Igaz a forditott &llitds is: Han € N és (n — 1)! = —1 (mod n),

akkor n primszam. Valéban, ha n nem lenne prim, akkor létezne k|n,1 < k < n. Az
n|(n —1)! + 1 feltételbdl k|(n — 1)! 4+ 1 és mivel k < n — 1, ezért k|(n — 1)!, ahonnan k|1,
ami ellentmondas.

Feladatok

v 1. Igazoljuk, hogy 42|n” — n minden n € N esetén.

Vv 2. Ha p > 3 prim és a € Z, igazoljuk, hogy a? = a (mod 6p).

Vv 3. Mutassuk meg, hogy ha p > 5 prim, akkor minden 10-es alapui szamrendszerben
felirt, p — 1 azonos szamjegybdl all6 szam oszthatéd p-vel.

V 4. Legyen a € Z,n € N, (a,n) = 1. Mutassuk meg, hogy a(»~1! =1 (mod n).

v 5. Igazoljuk, hogy ha p prim, n € N és 1 < n < p, akkor (p —n)l(n — 1) = (=1)"
(mod p). (a Wilson-tétel altalanositasa)

Vv 6. Igazoljuk, hogy

—1, ha n prim,
(n—1)!=<¢ 2, han=4, (mod n).

0, ha n > 6 Osszetett szam.

Megoldas. Legyen n > 6 Osszetett szam és tegyiik fel, hogy n = ab, ahol a,b > 1 és
a#b. Akkor az (n —1)!=1-2-3---(n — 1) szorzat tényez6i kozott szerepel a is és b
is, s igy n = ab|(n — 1)!. Ha n > 6 Osszetett és n-nek nincs ilyen felirdsa, akkor n = p?
alaku, ahol p > 2 prim. Most (n —1)! =1-2-3---(p? — 1) és a tényezSk kozott van p is
és 2p is, mivel 2p < p? — 1, azaz 2p < p?, azaz p > 2, ami igaz.

8.4. Els6foku kongruenciak

Tekintsik az f = ay X" + a, X" 1 + ...+ a, X + a, egész egyiitthatds polinomot
és az f(z) = 0 (mod m) kongruenciat, ahol m € N*. Ezt n-edfokt kongruencidnak
nevezzik, ha a, # 0 (mod m), azaz, ha m /a,, s ennek megoldasa minden olyan
xr = x, € Z szdm, melyre f(z,) =0 (mod m) fennall.

Ha z, megoldés és x = x, (mod m), akkor x is megolddsa az adott kongruencianak,
hiszen f(xz) = f(z,) = 0 (mod m), lasd 8.1. szakasz. Igy, ha x, megoldas, akkor
az T, maradékosztdly (mod m) minden eleme megoldas, tehat végtelen sok megoldas
van. Ezért elegendo egy teljes maradékrendszer, példaul a legkisebb nemnegativ teljes
maradékrendszer elemeit vizsgalni.

Példak. e A 322 + 2z — 1 = 0 (mod 5) mésodfoku kongruencidnak = = 2 és x = 4
megoldéasa, igy megoldas minden x = 2+ 5k és x = 4+ 5k, k € Z szédm és més megoldas
nincs (errél behelyettesitéssel gy6z6dhetiink meg).
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e A 323 + 3224+ 1 =0 (mod 6) harmadfoki kongruencidgnak nincs megolddsa, mert
minden x € Z-re 3x3 + 322 = 322(x + 1) oszthaté 6-tal, de 6 /1.

Az f(z) =0 (mod m) kongruencia megolddsai szdmanak a paronként inkongruens
(mod m) megoldédsok szamat nevezziik.

Egy kongruenciat célszerti redukalni, azaz minden egytitthatojat helyettesiteni a vele
kongruens (mod m) legkisebb nemnegativ, illetve legkisebb abszolitértéki{i szammal.
Példdul, redukélva az x* + 1223 + 722 — 8x 4+ 2 = 0 (mod 6) kogruencidt kapjuk a vele
egyenértékii x4 + 22 — 2z + 2 = 0 (mod 6) kongruenciat.

Két kongruenciat egyenértékiinek neveziink, ha megoldashalmazaik egyenloek.

Ha a modulus kis szam, akkor egy kongruencia megoldasait megkaphatjuk préobalga-
téassal.

A tovabbiakban els6foku kongruencidkkal foglalkozunk, amelyek altaldnos alakja
agx + a; =0 (mod m), ahol m fa,, illetve

(1) ax = b (mod m),

ahol a,b € Z és m ja.

Tétel. Haa,b € Z és (a,m) = 1, akkor az (1) kongruencia megoldhaté és 1 megoldasa
van.

Bizonyitas. Azonnal kovetkezik a 8.2. szakasz harmadik Tételébol. [J

Tétel. Legyen a,b € Z és d = (a,m).

i) Az (1) kongruencia akkor és csak akkor oldhat6 meg, ha d|b és ekkor a megoldasok
szama d.

ii) Ha x, az (1) kongruencia egy megolddsa, akkor (1) 0sszes megolddsai

m

d

m
Ty, Ty + —, T, —1—23,...,% +(d-1)

)3

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy = = x, megoldas, akkor m|ax, — b, ahonnan ax, —b =
km,k € Z. Mivel d|a és d|b, kapjuk, hogy d|b.

Ha d|b, akkor legyen b = db,,a = da, és m = dmy, ahol (a;,m;) = 1. Az ax = b (mod
m) kongruencia egyenértékii az a;x = b; (mod m,) kongruenciaval, lasd kongruencidk
tulajdonsagai (Tétel, 8.1. szakasz). Ez utébbi kongruencidnak, mivel (a,;,m;) = 1,
Tétel szerint van megolddsa (és pontosan egy megoldds), igy az eredeti kongruencia is
megoldhato.

Legyen ry,ry, ..., egy teljes maradékrendszer (mod m,). Ekkor az elébbiek szerint
létezik pontosan egy x, = r;, mely megoldasa az a,x = b, (mod m,) kongruencidnak, az
eredeti (1) kongruencia megoldasai pedig r;, + km, alakuiak, k € Z, s kivalasztjuk ezek
koziil azokat, amelyek paronként inkongruensek (mod m).

Tekintsiik az
(2) Ty, Ty + My, Ty +2my, ..., xq+ (d—1)m,

szamokat. Ha x, +im, = x, + jm, (mod m), ahol 0 <4, j < d — 1, akkor m|(i — j)m,,
azaz d|i — j, de 0 < |i — j| < d—1, s kapjuk, hogy i = j. A (2) rendszer szdmai tehat
paronként inkongruensek (mod m). Ha x, + km, egy mds megoldas, ahol k = dq +r és
0 <r<d-1,akkor z, + km; =z, + (dg + r)m; = z, + mq + rm; = z, + rm; (mod
m). Ezzel igazoltuk, hogy a megoldédsok szama d = (a,m). O
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Jegyezziik meg, hogy ha adott az (1) ax = b (mod m) kongruencia és (a,m) = d|b,
akkor (1) megoldésahoz elébb meg kell oldanunk az

(3) %x = g (mod %)

kongruenciat, amelynek mindig 1 megoldasa van. (1)-nek pedig d megolddsa van, ame-
lyeket a fentiek szerint irhatunk fel.

Ha (3)-ban a modulus kicsi, akkor ennek megoldasat prébédlgatassal kaphatjuk meg.
Ellenkez6 esetben célszerti mas megoldasi médot keresni.

Tétel. Ha (a,m) = 1, akkor az (1) kongruencia egyetlen megolddsa x = a®(™)—1p
(mod m).

Bizonyitas. Hogy egyetlen megoldas van, az kovetkezik a jelen szakasz Tételeibdl.
Ha z = a?(™~1p (mod m), akkor x valéban megoldds, hiszen az Euler-tétel szerint
ar = a®™p =b (mod m). O

Megjegyzés. Nagy m esetén e tétel alkalmazasa meglehetésen sok szamolassal jar.
Egy mas, és talan a legjobb altaldnos mdodszer az euklidészi algoritmus alkalmazésa: Ha
adott az (1) kongruencia, akkor meghatérozzuk a d = (a,m) értéket és egyuttal olyan
u €és v egész szamokat, melyekre au +mv = d, 14sd 5.1. szakasz. Innen Gu + Jv =1,
Su =1 (mod %), s b/d-vel szorozva %(bu/d) = b/d (mod %), azaz x = bu/d a (3)
kongruencia egy megoldésa és innen meghatarozhaté (1) 6sszes megoldésa.

Példak. e 1. Oldjuk meg a 13z =5 (mod 29) kongruencidt.

Mivel (13,29) = 1, a kongruencia megoldhatd, 1 megoldasa van (mod 29), s ez z = 16
(mod 29), mely megkaphaté prébalgatédssal, de ez hosszadalmas.

Az elébbi Tétel alkalmazdséval x = 139(29)—1.5 = 1327.5 = 16913 -13-5 = (6-29 —
5)13.13-5=-513.65=-256-5(2-294+7)=—(29—-4)6-5.-7=—-46.35=—-46.6=
—(25)2 .24 = —32(—5) = 45 = 16 (mod 29), de latjuk, hogy ez is is hosszadalmas
szamitasokat igényel.

Masképp, az euklidészi algoritmus segitségével:

29 =213+ 3,
13=4-3+1,
3=3.1+0,

sinnen 1 =13—-4-3=13—-4(29—-2-13) =9-13 —4-29. Kapjuk, hogy 13-9 =1 (mod
29), 5-tel szorozva 13 - 45 =5 (mod 29), 13- 16 =5 (mod 29), tehat x = 16 (mod 29).

Sok esetben gyorsabban célba ériink, ha a kongruencidhoz hozzdadjuk a modulust
vagy annak alkalmas tObbszorosét, illetve a kongruencidt szorozzuk vagy osztjuk egy
alkalmas szammal (osztds esetén ez legyen relativ prim a modulussal). Itt példdaul 3-mal
szorozva 39z = 15 (mod 29), 10z = 15 (mod 29), amit 5-tel osztva 2z = 3 (mod 29),
majd 15-tel szorozva 30z = 45 (mod 29), z = 16 (mod 29).

e 2. Oldjuk meg a 21z = 14 (mod 35) kongruencidt.

Most (21,35) = 7|14, a kongruencia tehat megoldhaté és 7 megoldds van (mod 35).
Felirva a (3)-nak megfelel6 3z = 2 (mod 5) kongruenciat, ennek egyediili megoldasa
x =4 (mod 5) és innen x = 4,9,14,19,24, 29,34 (mod 35).

Feladat. ¥ Oldjuk meg a kovetkezo kongruencidkat:

a) 26z =6 (mod 68), b) 19z =11 (mod 24), c¢) 36z =7 (mod 20).
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8.5. Els6foku diofantoszi egyenletek
Az elsofoki kongruencidk szoros kapcsolatban vannak a kétismeretlenes els6foku
(linearis) diofantoszi egyenletekkel, amelyek altaldnos alakja

ar + by = c,

ahol az a,b, c egylitthatok egész szamok és az x,y ismeretleneket is a Z halmazban
keressiik.

Tétel. Az ax + by = ¢ diofantoszi egyenletnek akkor és csak akkor van megolddsa ha
(a,b)|c és ekkor a megoldasok szdma végtelen.

Bizonyitas. Ha van megoldds, akkor ax, + by, = c,ar, = ¢ (mod b) valamilyen
%y, Yy € Z szamokra, igy azt kapjuk, hogy az ax = b (mod b) kongruencidnak van
megoldasa és ekkor Tétel szerint (a,b)|c. Forditva, ha ez a feltétel teljesiil, akkor ismét
e Tétel alapjan létezik x, € Z ugy, hogy ax, = c (mod b), s létezik y, € Z, amelyre
ax, —c = by,, azaz x,, —y, megoldasa az egyenletnek. Ekkor x = x,+ kb,y = —y, — ka
megoldas minden k € Z esetén.l]

Példa. e Oldjuk meg az el6bbi 13z = 5 (mod 29) kongruenciit tgy, hogy elséfoki
diofantoszi egyenletre vezetjiik vissza. A megfelel§ egyenlet 13x — 29y = 5, fejezziik ki x-
et: x = 29?—;5 =2y+ Syl—?, ahol legyen 3?’{—;:5 =z € Z. Kapjuk a 3y+5 = 13z egyenletet,
melybdl fejezziik ki az y-t: y = % =4z -2+ Z‘gl, S innen z"?fl =teZ,z+1=3t,
ujabb egyenlet, ahonnan z = 3t —1. Visszahelyettesitve, y = 12t —4—2+t =13t —6,x =
26t —12+4-3t—1 = 29t —13. Tehat az eredeti egyenlet megoldésa x = 29t — 13,y = 13t —6,
ahol t € Z, a kongruencia megoldasa pedig x = —13 = 16 (mod 29).

Megjegyzés. Ez a mddszer minden ax + by = ¢ diofantoszi egyenlet megoldaséara
alkalmazhato, rendre az abszolitértékben kisebb egyiitthatdji ismeretlent fejezziik ki és
belathato, hogy ekkor véges sok 1épés utan eredményre jutunk.

Feladatok

v 1. Oldjuk meg: a) 18x+by=2, b) 36x+15y=>51.

Vv 2. Igazoljuk, hogy az a,x, + a,x, + ... + a,x, = c diofdntoszi egyenletnek akkor és
csak akkor van megoldasa ha (aq,a,, ..., a.)|c.

Utmutatés. Hasznaljuk az 5.1. szakasz utolso Tételét.

8.6. Els6foku kongruenciarendszerek
A tovabbiakban linearis kongruenciarendszerekkel foglalkozunk, ezek altaldanos alakja
a kovetkezo :
a,z = b; (mod m,)
ayr = b, (mod m,)

a,x = b, (mod m,).

A rendszer megoldhatésaganak sziikséges feltétele, hogy az egyes kongruencidk megold-
hatoak legyenek és ezek megoldasait tekintve

x = ¢; (mod m,)

(4) x = ¢, (mod m,)

z = ¢, (mod my)
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alaku kongruenciarendszert kapunk. Ilyen rendszerre vonatkozik az alabbi tétel.
Tétel.(Kinai maradéktétel) Ha az m,, m,, ..., m; modulusok paronként relativ primek
és ¢y, Cq, ..., ¢, tetszbleges egész szamok, akkor a (4) rendszernek létezik megoldésa és egy
megoldés van (mod m,m,...m; ).
Bizonyitds. Legyen m = m;m,...m, és tekintsiik az

(5) mﬁx =1 (mod m,)

kongruencidkat, 1 < i < k. Mivel (2=, m,) = 1, Tétel alapjan (5)-nek létezik megoldasa,
legyen egy megoldas = = e,. fgy

(6) e,

{ 1 (mod m,), ha j =1,
0 (mod m,;), ha j # 1.

Legyen most
"om
Z €

(6) alapjan kapjuk, hogy minden i-re z; = ¢; (mod m,), tehdt z, megoldasa a (4)
rendszernek. Ha z{, egy masik megoldas, akkor m,|z, — ¢, és m |z( — ,L, ahonnan
m,;|r, — x(; minden i-re, s kapjuk, hogy m,m,...m, = m|r, —x, azaz x, = x;, (mod m).
O

Feladatok

v 1. Oldjuk meg a kovetkezik kongruenciarendszereket:

a) x =3 (mod 5), z =1 (mod 6), z =2 (mod 7);

b) 5z = 3 (mod 7), 3z = 7 (mod 8).

Vv 2. Hatérozzuk meg azokat a 4-jegyii szamokat, amelyek 72-vel osztva 46 maradé-
kot, 127-tel osztva pedig 97 maradékot adnak.
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9. Szamelméleti fiiggvények

9.1. Multiplikativ fiiggvények

Szamelméleti fiiggvénynek neveziink minden f : N* — C fiiggvényt, ahol C a
komplex szamok halmaza, a szamelméleti fiiggvények halmazat F-fel jeloljiikk. FEz
az definicié megegyezik a komplex szamsorozatok definicigjaval. Els6sorban azok a
fiiggvények érdekelnek benniinket, amelyek valamely szdmelméleti fogalomhoz kapcso-
l6dnak.

Ilyen szamelméleti fiiggvények példaul a 7 és ¢, ahol 7(n) = > djn 1 8z n szdm pozitiv
osztoinak a szama, lasd 7. fejezet, ¢ az Euler-fliggvény, lasd 8.2. szakasz. Ilyen a o
figgvény is, ahol o(n) = > djn @ az n pozitiv osztéinak az Osszege.

Legyen f € F egy szamelméleti fliggvény. Azt mondjuk, hogy

i) f multiplikativ, ha minden m,n € N*, (m,n) = 1 esetén f(mn) = f(m)f(n),

ii) f teljesen multiplikativ ha minden m,n € N* szdmparra f(mn) = f(m)f(n).

Ha f teljesen multiplikativ, akkor f multiplikativ és forditva nem.

Tétel. Ha f € F nem azonosan nulla multiplikativ fiiggvény, akkor f(1) = 1.

Bizonyitas. Létezik olyan n, € N, amelyre f(n,) # 0 és igy a multiplikativitas
alapjan f(n,) = f(1-ny) = f(1)f(ny), ahonnan f(1) =1. O

Legyen a tovabbiakban n > 1 kanonikus alakja n = p{*p3?

Tétel. Ha f multiplikativ fliggvény, akkor f értékeit elegend6é a primhatvanyokra
ismerni:

f(n) = f(pi*)f(p3?)-.. f(Pr).

Bizonyitas. Valéban, a multiplikativitas alapjan

fln) = fE)fP32-prr) = fF1 ) F(P3*) f(P5°..pr7) = - = f(p1 ) f(P3?) .- f(pyr). O

Tétel. Ha f teljesen multiplikativ fliggvény, akkor f értékeit elegendd a primszamok-
ra ismerni:

f(n) = f(p)" f(py)*...f(p,)""

Bizonyitds. Ha p® primhatvany, akkor f(p®) = f(p)f(p*~') = (f(p))?f(p*2) =
.= (f(p))® és alkalmazzuk az el6z6 Tételt. [

Ha f € F, akkor a
=> f(d), neN
d|n

képlettel értelmezett g fliggvényt, ahol az Osszegzés n pozitiv d osztdira vonatkozik, az
f Osszegzési fiiggvényének nevezziik.

Tétel. Ha f multiplikativ fiiggvény, akkor f Osszegzési fiiggvénye is multiplikativ.

Ez az allitas kovetkezik az alabbi altalanosabb tételbdl.

Tétel. Ha f és g multiplikativ fiiggvények és

Zf g(n/d), neN-
d|n

akkor h is multiplikativ.
Bizonyitas. Legyen m,n € N* (m,n) = 1, akkor az mn minden d osztéja felirhat6
egyértelmiien d = d,d, alakban, ahol d,|m,d,|n, lasd 7. fejezet, 5. Feladat. Igy

=Y fldgn/d) =" f(dydy)g(mn/d,d,).

d|lmn di|m dz|n
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Itt (dy,dy) =1 és (m/d;,n/d,) = 1, és haszndlva, hogy f és g multiplikativ kapjuk,

hogy
=Y > fld g(m/dy)g(n/d,)
di|m da|n
=Y fldy)g(m/d)) Y f(dy)g(n/dy) = h(m)h(n). O
di|m da|n

Ha ebben a Tételben g(n) = 1,n € N*, akkor h az f Osszegzési fiiggvénye és az ezt
megel6z6 Tételt kapjuk.

Ha s € R adott szdm, akkor legyen o (n) = 3_,, d* az n pozitiv osztéinak s-edik
hatvényosszege. Ha s = 1, akkor o,(n) = o(n) = }_,,, d az n osztéinak Gsszege, ha
pedig s = 0, akkor o,(n) = 7(n) az n osztéinak szama.

Tétel. A o, 0,7 fliggvények multiplikativak és

pi(a1+1) 1 pi(ar+1) 1

e b1
p1111+1 1 pgﬁ—l -1
b =1 b —1

7(n) = (a; +1)...(a, + 1).

b

Bizonyitas. Az f(n) = n® figgvény multiplikativ (s6t teljesen multiplikativ) és
igy ennek Osszegzési fliggvénye, a o, is multiplikativ Tétel szerint. Elegend6 o (p®)
meghatarozasa, ahol p® egy primhatvany. Azt kapjuk, hogy

ps(a+1) -1

o,(p") =1+p° +p* + ...+ p* = , s#0,

p*—1

a mértani sorozat Osszegzési képlete szerint. Ha s = 0, akkor o,(p?) = 7(p*) =a+1. O

Megjegyzések. 1) A 7(n)-re vonatkozo6 képletet mar lattuk a 7. fejezetben.

2) A o, 0,7 fiiggvények nem teljesen multiplikativak, példaul 7(4) = 3 # 2.2 =
7(2)7(2).

Az n € N* szamot tokéletes szamnak nevezziik ha n egyenl6 az onmagéanal kisebb
osztéinak Osszegével, azaz ha o(n) = 2n. Példaul n = 6 és n = 28 tokéletes szamok,
mert 6 =14+2+3és28=1+2+4+7+14,illetve 0(6) =1+2+3+6=2-6=12¢s
o(28) =1+2+4+7+14+28 =228 = 56.

Tétel. (Euklidész) Ha 2% — 1 primszdm, akkor n = 2k—1(2F — 1) tokéletes szdm.

Bizonyitas. A o fiiggvény multiplikativitasa alapjan

o(n)=oc(2F1(2F-1)) =c(2F1)o(2F—-1) = (2F —1)(1 +2F —1) = 2F(2k — 1) = 2n.
0

Tétel. (Euler) Ha n pdros tokéletes szam, akkor n = 28—1(2~F — 1) alaki, ahol 2+ — 1
primszam.

* Bizonyitds. Legyen n = 2%m, ahol a > 1 és m pératlan. Igy o(n) = o(29m) =
o(2%)o(m) = (2¢+1 — 1)o(m) és innen o(n) = 2n alapjén (22t — 1)o(m) = 2¢+1m.
Kovetkezik, hogy 29+t —1|2¢t1m s mivel (2011 —1,2¢%1) = 1 kapjuk, hogy 22+ —1|m,
azaz m = (29F1 — 1)m,, amit visszahelyettesitve: (2971 — 1)o(m) = (291 — 1)20+1m,,
ahonnan o(m) = 29+tm . Az m, és m osztéi m-nek, m; < m és m; +m = m,+(20+1 —
D)m, = 20tim, = o(m). fgy m-nek m,-en és m-en kiviil nincs mds osztdja, s kapjuk,
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hogy m,; =1 és m = 20+1 — 1 primszdm. Tehdt az a = k — 1 jeloléssel n = 2F—1(2~F — 1),
ahol 2% — 1 primszdm. Cl¥

fgy n akkor és csak akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P_1Mp alakid, ahol M,
Mersenne-prim, lasd 6.2. szakasz. Tovabbi tokéletes szamok n = 23M, = 496,26M., =
8128. Jelenleg (2005. szeptember) 42 tokéletes szam ismert annak megfeleléen, hogy
42 Mersenne-primet ismeriink. Nem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok Mersenne-féle
primszam, igy azt sem tudjuk, hogy van-e végtelen sok tokéletes szam. Arra a kérdésre
sem ismerjiik a valaszt, hogy létezik-e paratlan tokéletes szam.

Most az Euler-féle ¢ fliggvényt vizsgaljuk.

Tétel. a) A ¢ fiiggvény multiplikativ, azaz minden m,n € N* (m,n) = 1 esetén
¢(mn) = ¢(m)d(n).

b) Ha n kanonikus alakja n = p{* p5>...p%", akkor

a2 (-2)--2)

Bizonyitas. a) Rendezziik az 1,2, 3, ..., mn szdmokat a kovetkez6 tédblazatba:

1 2 3 m
m+1 m+2 m+3 2m
2m +1 2m 4 2 2m+3 3m

(n—1)m+1 (n—1)m+2 (n—1)m+3 nm

Szamoljuk le kétféleképpen a tablazat mn-hez relativ prim k szamait. Ezek szama
egyrészt ¢(mn), az Euler fliggvény definicidja szerint.

Masrészt, (k,mn) =1 < (k,m) =1 és (k,n) = 1 (lasd Tétel). Valasszuk ki el6szor
az m-mel relativ primeket. A tablizat mindegyik sora egy-egy teljes maradékrendszer
(mod m), igy mindegyik sor ¢(m) szami m-hez relativ prim szdmot tartalmaz tgy, hogy
ha egy szam m-hez relativ prim, akkor annak oszlopaban mindegyik szdm m-hez relativ
prim (igazoljuk!). Most ezek koziil vélasszuk ki az n-hez relativ primeket. Mindegyik
oszlop egy-egy teljes maradékrendszer (mod n), ahol (m,n) = 1, 1dsd 8.2. szakasz Tétel,
igy mindegyik oszlopban ¢(n) szam relativ prim n-hez. Kapjuk, hogy a keresett szim

p(m)p(n).
b) Az a) alapjan
o(n) = d(p1'py2...08") = ¢(p1")P(P5>...py") = ... = d(p1*)P(P5?).-P(P}")-

fgy elegendd ¢(p®) meghatarozasa, ahol p® egy primhatvany. Az 1,2, 3, ..., p® szamok
koziil a p®-hoz nem relativ primek a p,2p,3p,...,p* 1p = p®, ezek szama p°~1, {gy a
p®-hoz relativ primek szdma p® — p®~1 = pe(1 — 1/p).

Kapjuk, hogy

¢(n) =pi* (1 —1/p)p5? (L —1/py)..pyr(1 = 1/p,) =

) -2)- ()

Megjegyzés. Haszndlatos a kovetkezo jelolés:

¢<n>=nH(1—}3),
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ahol a szorzat az n 0sszes p primosztdjara vonatkozik.
Tétel. Minden n € N esetén
> é(d) =n,
d|n

ahol az 6sszegzés n pozitiv d osztdira vonatkozik.
Bizonyitas. Tekintsiik az %, %, %, ..., = torteket, ezek szama n. Ugyanakkor, egysze-
riisitve mindegyik tort £ alakd lesz, ahol d|n és (k,d) = 1,k < d. Az n minden d pozitiv
osztdja esetén lesz d nevezOjl tort és az ugyanolyan d nevezdjli tortek szama ¢(d). fgy
a tortek szdma Gsszesen ), ¢(d), s ezzel bizonyitottuk a képletet. [J

Feladatok

v 1. Hatarozzuk meg a 7(n),o(n) és ¢(n) értékeket, ahol n = 12, n = 24, n = 120,
illetve n = p2¢3, p # q primek.

Vv 2. Legyenek f és g multiplikativ fiiggvények. Vizsgaljuk, hogy multiplikativ-e az
fg szorzatfiiggvény és az f + g Osszegfiiggvény.

V¥ 3. Lehet-e primszam vagy primhatvany tokéletes szam?

Vv 4. Igazoljuk, hogy n akkor és csak akkor tokéletes szam, ha n osztdi reciprokainak
az oOsszege 2.

v 5. Igazoljuk, hogy ha n paros tokéletes szam, akkor n utolsé szdmjegye (10-es
szamrendszerben) 6 vagy 8.

Vv 6. Igazoljuk, hogy minden m,n > 1 esetén 7(mn) < 7(m)7(n).

Mikor all fenn az egyenloség?

v 7. Igazoljuk, hogy minden n > 1-re ¢(n?) = no(n).

Vv 8. Igazoljuk, hogy minden n > 1 esetén

9.2. Additiv fiiggvények

Legyen f € F egy szamelméleti fliggvény. Azt mondjuk, hogy

i) f additiv, ha minden m,n € N*, (m,n) = 1 esetén f(mn) = f(m) + f(n),

ii) f teljesen additiv, ha minden m,n € N* szamparra f(mn) = f(m) + f(n).

Ha f teljesen additiv, akkor f additiv, és forditva nem.

Definidljuk az w és Q) fiiggvényeket a kovetkezOképpen. Legyen w(1l) = Q(1) = 0 és
ha n = pi'p3®---p > 1, akkor legyen w(n) = r az n kiilénb6z6é primosztéinak szdma
és Q(n) = a; +ay + ... + a, az n kiilénbozé primhatvany osztéinak szadma.

Tétel. Az w fiiggvény additiv, Q pedig teljesen additiv.

Bizonyitds. Ha n = p{'p5*---p%, m = ¢ gy o-qbs és (n,m) = 1, akkor nm
kanonikus alakja nm = p§'ps* - pirgdiqh? - qbs és w(nm) = r + s = w(n) + w(m).

Tovabba minden n, m esetén Q(nm) = a; +ay+...+a,+b, +by+...+b, = Q(n) +Q(m).
0]

Az w nem teljesen additiv, mert példaul w(12) = w(22-3) =2 #3 =241 =
w(2-3) +w(2).

Tovabbi fontos példa a logaritmusfiiggvény, amely teljesen additiv. Nézziik az additiv
fliggvények tulajdonsagait.

Tétel. Ha f € F additiv fiiggvény, akkor f(1) = 0.

Bizonyitas. Valéban, f(1) = f(1-1) = f(1) + f(1) alapjan f(1) =0. O

Legyen a tovabbiakban n > 1 kanonikus alakja n = p{'ps>...p%".
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Tétel. Ha f additiv fliiggvény, akkor f értékeit elegend6 a primhatvanyokra ismerni:

f(n) = f(pi*) + f(p3?) + ... + f(prr).

Bizonyitas. Valéban, az additivitds alapjan f(n) = f(p{*) + f(p52..p%") =

= f(p7") + f(052) + f(p5®..p0) = ... = fF(p1") + f(052) + ... + f(py7). O

Tétel. Ha f teljesen additiv fliggvény, akkor f értékeit elegendé a primszamokra
ismerni:
f(n) =a,f(p)) +ayf(py) + ... +a,f(p,)

Bizonyitds. Ha p® primhatvdny, akkor f(p®) = f(p) + f(p*~') = ... = af(p) és
alkalmazzuk az el6z6 Tételt. [

A multiplikativitas és additivitas kapcsolatara mutat ra a kovetkezo6 tétel.

Tétel. Ha f additiv, g teljesen additiv és k # 0 valés szdm, akkor F(n) = kf(?)
multiplikativ, G(n) = k9(") pedig teljesen multiplikativ fiiggvény.

Forditva, ha F multiplikativ, G teljesen multiplikativ és pozitiv értéki fliggvények,
akkor f(n)=InF(n) additiv, g(n) = InG(n) teljesen additiv.

Feladat. v Igazoljuk ezt.

% A primszamelméletben fontos szerepe van a A-val jelolt, in. von Mangoldt
fuggvénynek, amely igy adott:

Inp, ha n = p® primhatvany,

A(n) = {

0, ha n nem primhatvéany.

Tétel. A A fiiggvény Osszegzési fliggvénye az In logaritmusfiiggvény, azaz

ZA(d) =lnn, n>1
d|n

Bizonyitas. Ha n = p{*...p% alakd, akkor figyelembe véve, hogy A csak a primhatva-
nyokon vesz fel nullatol kiillonbozo értékeket:

STA@ =S AG) ot S AR

d|n b1=0

=a;Inp, +...+a.Inp. =In(p{*---pi) =Inn. Ok

Feladatok

Vv 1. Legyenek f és g additiv fiiggvények. Vizsgaljuk, hogy additiv-e az f + g Gsszeg,
az [ — g kiilonbség és az fg szorzatfiiggvény.

v 2. Igazoljuk, hogy 2¢(") < 7(n) < 22(") minden n > 1-re.

v 3. Igazoljuk, hogy a A(n) = (—1)ut-Far n = pi*. pa > 1,A(1) = 1 fiiggvény
(Liouville-fiiggvény) teljesen multiplikativ és hatdrozzuk meg a > din A(d) Osszegzési
fliggvényt.
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